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Introduction 


Depuis la decouverte de l’expansion de l’univers par Hubble en 1925 [190, 192], et celle 
du rayonnement fossile par Penzias et Wilson en 1965 [275], l’idee que notre univers a une 
histoire s’est imposee. A partir d’un etat de temperature et de densite extraordinairement 
elevees, l’expansion l’a refroidi jusqu’a lui donner les proprietes que Ton observe aujour- 
d’hui. Les succes de la theorie de la gravitation d’Einstein pour decrire cette evolution 
font de la relativite generale la pierre angulaire de la cosmologie moderne 4 . Par ailleurs, 
lorsque Ton s’interesse aux premiers instants, quand l’univers etait dense et cliaud, la 
description correcte de la matiere fait appel a la physique des particules, au travel’s de 
la theorie quantique des champs. Celle-ci constitue notre meilleure comprehension des 
trois autres interactions de la Nature, l’electromagnetisme, l’interaction faible et la force 
nucleaire forte, telles qu’elles sont observees dans les accelerateurs de particules. La cos¬ 
mologie primordiale est l’etude de l’univers dans ses premiers instants et se trouve ainsi 
au croisement des ces diverses theories. L’unification des interactions electromagnetique 
et faible donne l’echelle d’energie de predilection au dela de laquelle le terme “primor¬ 
dial” est de rigueur, c’est-a-dire 10 3 GeV, soit un univers age de moins de 1CT 11 s. C’est 
dans ce cadre que T. Kibble a montre, en 1976 [211], que des transitions de phases in- 
duites par des brisures de symetrie, telles qu’on les rencontre en physique des particules 
pour unifier les interactions, peuvent generer des defauts topologiques du vide. Ces objets 
etendus sont stables par topologie et, bien que pour l’instant non detectes, ils pourraient 
etre encore present aujourd’hui. L’evolution cosmologique de telles reliques primordiales 
peut cependant influer sur la dynamique de l’univers. La compatibilite de leur existence 
avec les observations cosmologiques donne alors des contraintes sur la physique des par¬ 
ticules qui est a l’origine de leur formation, c’est-a-dire a des echelles d’energie qui sont, 
et seront dans un futur previsible, inaccessibles aux accelerateurs. Dans cette these, nous 
etudions du point de vue cosmologique, et particulaire, des defauts topologiques filiformes, 
plus communement appeles des cordes cosmiques, qui ont la particularity de pouvoir etre 
parcourues de courants de particules dont les consequences ne sont que partiellement 
comprises. 

La premiere partie de ce memoire introduit le cadre general precedemment evoque. Le 
premier chapitre est consacre au modele standard de cosmologie, decoulant de la relativite 
generale, et le deuxieme chapitre est son analogue pour la physique des particules, decrit 
par la theorie quantique des champs. Dans le troisieme chapitre nous verrons comment 
ces deux modeles se completent et s’eclairent mutuellement, et comment leurs extensions 

4 Inversement, l’univers n’etant pas vide de matiere, il est un moyen de tester la relativite generale en 

presence de sources. 


1 



2 Introduction 


habituelles peuvent conduire a la formation de cordes cosmiques. L’interet particulier 
porte sur ce type de defauts sera egalement discute, ainsi que quelques proprietes pouvant 
permettre leur eventuelle detection. 

La deuxieme partie est dediee a la dynamique cosmologique des cordes, c’est-a-dire 
a leur evolution temporelle au cours de l’expansion de l’univers. Le quatrieme chapitre 
presente un outil mathematique privilegie pour arriver a cette fin : le formalisme covari¬ 
ant. II a ete developpe par B. Carter depuis 1989 [80, 71, 70, 63] et modelise une corde 
comme une 2-surface de l’espace-temps plongee dans une variete quadri-dimensionnelle. 
Seules quelques quantites macroscopiques s’averent finalement necessaire pour decrire la 
dynamique et la stability des cordes : Fenergie par unite de longueur, la tension, et un 
parametre additionnel tenant compte de l’existence d’un courant interne. 

Le cinquieme chapitre presente l’application directe des resultats de ce formalisme a l’e- 
tude cosmologique des cordes, dans le cas le plus simple ou celles-ci ne transportent pas 
de courant de particules. Le recours a des simulations numeriques est indispensables et 
permet de donner des contraintes sur les grandeurs macroscopiques, associees a ce type 
de corde, qui sont compatibles avec les observations cosmologiques. Dans cette optique, 
le meilleur code existant, developpe par F. Bouchet et D. Bennett en 1988 [33, 31], a 
ete repris et modernise dans le but cl’etudier leurs signatures observationnelles dans le 
rayonnement fossile. 

E. Witten a montre en 1985 [362], que l’existence de courants de particules le long 
des cordes semble en etre une propriety generique. Pour cela il propose deux mecan- 
ismes, du point de vue de la theorie des champs, permettant de pieger des bosons et des 
fermions, respectivement, sur une corde cosmique. La dynamique et la stabilite de ces 
cordes, dites supraconductrices , a ete decrite, dans les annees 1990 [23, 282, 281], pour 
des courants de particules scalaires. Ces travaux ont demontre la validite du formalisme 
covariant de B. Carter lorsque le parametre interne est identihe a Fintensite du courant, et 
out montre que la dynamique de ces cordes est generalement de type supersonique. Cette 
approche presente egalement l’avantage de relier les quantites macroscopiques regissant la 
dynamique des cordes aux parametres microscopiques du modele de Witten directement 
issus de la physique des particules. Ces proprietes sont presentees dans le sixieme chapitre. 
Le principal interet cosmologique des cordes conductrices est dans la formation potentielle 
de boucles stables, appelees vortons. En effet, l’existence d’une structure interne, par un 
courant, brise l’invariance de Lorentz longitudinale, et il existe une configuration d’equili- 
bre ou la force centrifuge compense exactement la force de tension. La presence dans 
l’univers de ces vortons conduit generalement a une catastrophe cosmologique : ils finis- 
sent toujours par dominer les autres formes d’energie. Cette caracteristique permet done 
d’invalider les theorie de physique des particules a l’origine de leur formation. Le formal¬ 
isme covariant permet egalement d’etablir des criteres de stabilite de ces vortons vis-a-vis 
de leur dynamique, et il apparait que les regimes supersoniques, comme ceux induits par 
les courants de scalaires, conduisent a des vortons generiquement instables [64, 245, 246]. 

La troisieme partie concerne Fetude de la dynamique des cordes lorsqu’elles sont par- 
courues par des courants de fermions. Ce travail s’insere ainsi dans l’etude de la structure 
interne des cordes cosmiques, et prolonge les travaux sur les cordes parcourues par des 
courants de bosons. 

Le chapitre 7 presente une approche semi-analytique permettant de calculer Fequation 
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d’etat dans le modele de Witten fermionique, c’est-a-dire l’energie par unite de longueur 
et la tension. Pour pouvoir tenir compte des effets d’exclusion, propres aux fermions, 
une quantification des champs a ete effectuee le long de la corde, alors que les equations 
de champs ont ete resolues numeriquement dans les dimensions transverses [303]. Cette 
approche s’est initialement limitee aux cas des fermions de masse nulle, tels ceux intro- 
duits originellement par Witten. Les resultats different essentiellement de l’idee en vogue 
selon laquelle la dynamique de telles cordes aurait du ressembler a celle des cordes pos- 
sedant un courant de bosons. D’une part, l’equation d’etat obtenue depend generalement 
de plusieurs parametres internes qui s’identifient aux nombres d’occupation des fermions 
presents sur la corde. D’autres parts, elle est de type subsonique, et conduit a des vor- 
tons classiquement stables. Au vue de leurs consequences cosmologiques, certains de ces 
resultats ont ete confirmes, dans le huitieme chapitre, par une approche purement macro- 
scopique basee sur le formalisme covariant, dans la mesure ou celui-ci peut s’appliquer, 
ce qui n’est pas toujours possible avec des courants de fermions [283]. De plus, les effets 
de retroaction par les courants ont ete egalement etudies et montrent que les modes zeros 
necessaires a leur generation peuvent acquerir une faible masse. 

Le neuvieme chapitre est une etude detaillee des differents modes de propagation des 
fermions le long d’une corde, et de leurs influences sur l’equation d’etat [300]. Comme la 
retroaction le suggerait, les modes zeros ne sont pas des solutions generiques. Les fermions 
dans une corde presentent necessairement un spectre de masse discret, ou chaque masse 
contribue a la generation du courant. La quantification initiee pour les modes de masse 
nulle a pu etre elargie pour englober tous les modes massifs, et utilisee dans l’etablissement 
de l’equation d’etat generale. Finalement, il apparait que les modes massifs favorisent les 
regimes supersoniques, alors que les modes zeros et ultrarelativistes privilegient les regimes 
subsoniques. L’equation d’etat presente ainsi des transitions entre ces deux regimes lorsque 
la densite de fermions pieges varie. 

Les resultats concernant le spectre de masse des fermions sur les cordes sont tout a 
fait generiques des que ces derniers sont couples a un champ de Higgs formant un defaut 
topologique. Dans la derniere partie, en collaboration avec P. Peter et J.-P. Uzan, nous 
avons utilise ces proprietes pour confiner des fermions, vivant dans un espace-temps a cinq 
dimensions, sur un mur de domaine quadri-dimensionnel representant notre univers [299]. 
Ce modele, presente dans le chapitre 11, s’insere dans un domaine de la cosmologie discu- 
tant de la geometrie de l’univers au travers de l’existence de dimensions supplementaires. 
Notre approche concerne le modele de Randall et Sundrum, presente dans le dixieme 
chapitre, ou la cinquieme dimension est non-compacte, mais courbee de telle sorte que la 
gravite effective sur la membrane formant notre univers s’identifie, au premier ordre, a 
la gravite usuelle d’Einstein. Comme dans le cas des cordes, un spectre de masse discret 
pour les fermions est obtenue, donnant une explication a la quantification de la masse en 
general. 

Les consequences cosmologiques de ces nouveaux resultats sont discutees en conclusion, 
ainsi que leurs extensions a venir. 
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8 Chapitre 1. Le modele cosmologique standard 


1.1 Introduction 

La gravitation, la plus faible des interactions de la Nature, est aujourd’hui la force 
dominante a grande distance. Par son caractere strictement attractif et sa portee infinie 1 
elle fagonne le monde qui nous entoure. La cosmologie, ou l’etude de l’univers dans son 
ensemble, considere comme un systeme physique, repose essentiellement sur notre com¬ 
prehension de cette interaction. Elle suppose ainsi que la gravitation est effectivement 
decrite par la theorie de la relativite generale d’Einstein [130, 175] reliant la geometrie de 
l’espace temps a son contenu energetique. Les equations locales de la relativite generale 
permettent de connaitre la dynamique et la geometrie globale de l’univers moyennant 
deux autres hypotheses simplificatrices : l’univers est suppose homogene et isotrope aux 
grandes echelles de distance, c’est le principe cosmologique [129]; et il est simplement 
connexe 2 . Le principe cosmologique est aujourd’hui verifie par differentes observations 
(comme les comptage de galaxies [324], les mesures du CMBR 3 [249, 319], le fond de 
rayons X [272] ou la repartition des radiosources [272]), alors que des tests sur la topologie 
de notre univers sont encore a venir 4 [221, 331]. Ce sont Friedmann et Lemaitre qui, his- 
toriquement, ont derive la metrique d’un tel univers, les menant a construire les premiers 
scenarios cosmologiques non stationnaires [142, 229] formant le modele standard baptise 
de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) [304, 350] aux predictions largement 
confirmees. 


1.2 Le modele de FLRW 


1.2.1 La metrique 

Dans un systeme de coordonnees le tenseur metrique permet de definir l’inter- 
valle quadri-dimensionnel 

ds 2 = g /lu difdx v . (1.1) 

Cependant, l’hypothese d’isotropie du principe cosmologique assure l’existence d’obser- 
vateurs isotropes, c’est-a-dire de courbes de genre temps sur lesquelles il est impossible 
de determiner une direction spatiale privilegiee. Si t designe le temps propre associe a ces 
observateurs, leurs lignes d’univers sont caracterisees par les quadrivecteurs vitesse 

li¬ 
en fonction desquels la metrique (1.1) se reecrit 


uL = 


dx M 
d t 


ds 2 = u fl u u dx IJ 'dx u + (g^y — u^u u ) dx^dx 1 '. (1.3) 

1 Contrairement a l’electrodynamique, il n’existe pas de masse negative pouvant ecranter l’interaction. 

2 Une autre hypothese implicite, car incluse dans le principe d’equivalence faible, est que les lois de la 
physique sont valables dans tout l’univers. 

3 Cosmic Microwave Background Radiation ou fond cosmique micro onde. 

4 En ce qui concerne ce memoire, la topologie de l’univers ne jouera pas un role crucial. 
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L’homogeneite du principe cosmologique impose de plus l’existence d’hypersurfaces de 
genre espace, a chaque instant, dans lesquelles il est impossible de choisir un point priv¬ 
ilege. Afin de ne pas violer l’isotropie, ces hypersurfaces doivent etre orthogonales aux 
lignes d’univers des observateurs isotropes. Le terme en g tw — dans (1.3) apparait 
done comme un projecteur sur les sections spatiales permettant, a l’aide de (1.2), de 
simplifier la metrique en 5 

ds 2 = c 2 dt 2 + gij dx*dx J , (1.4) 

ou les x* sont des coordonnees spatiales, dites comobiles , sur les hypersurfaces, et c la 
vitesse de la lumiere. Les sections spatiales etant homogenes et isotropes, elles sont egale- 
ment a symetrie maximale. On peut montrer dans ce cas que l’element infinitesimal de 
longueur se met sous la forme [349, 356] 


df 


—g^ dxMx- 7 


a 2 (t ) 


dr 2 

1 — kr 2 


+ r 2 (d0 2 + sin 2 6 d0 2 ) , 


(1.5) 


avec (r, 9, 0) les coordonnees spheriques comobiles adimensionnees obtenues a partir des 
x*, et k le parametre de courbure. Celui-ci se reduit, apres un changement d’unite, a —1, 
0, ou 1, suivant que les sections spatiales sont respectivement hyperboliques, plates, ou 
elliptiques localement. La dependance en t, le temps cosmique , est pour sa part decrite au 
travers du facteur d’echelle 6 a{t). La metrique de FLRW est finalement, 


ds 2 


df 2 


a 2 {t) 


dr 2 

1 — kr 2 


+ r 2 (d 6 2 + sin 2 9 d0 2 ) , 


( 1 . 6 ) 


ou la vitesse de la lumiere c = 1. Afin de simplifier les notations, dans toute la suite, les 
unites seront choisies telles que la constante de Planck h et la constante de Boltzmann 
fcb soient egalement egales a l’unite h — — 1. II est commode d’introduire le temps 

conforme r) relie au temps cosmique t par 


d t = a(?7)d77, (1.7) 

pour exprimer la metrique sous sa forme conforme 

ds 2 = a 2 (r]) (^dg 2 — ^ijdx l dx j ) , (1.8) 

avec 

r \ r 2 

7 ijdx*dx J = + r 2 (d 0 2 + sin 2 9 d0 2 ) . (1.9) 

L K T 

La geometrie de l’univers est done completement determinee par la donnee de la metrique 
(1.8). Afin d’en deduire son evolution par les equations d’Einstein il faut se donner le 
contenu energetique. Conformement au principe cosmologique, l’univers a grande echelle 
peut etre modelise par un fluide parfait de densite d’energie p[rj) et de pression P(g), dont 
le tenseur d’energie impulsion est le seul compatible avec les hypotheses d’homogeneite 
et d’isotropie 

— (p + P) uFu v — Pg^ u . (1.10) 

5 Dans toute la suite les indices latins varieront de 1 a 3 et les grecs de 0 a 3 

6 I1 a ici les dimensions d’une longueur. 
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1.2.2 Les equations de Friedmann 

II est commode d’introduire le parametre de Hubble H(t) et son analogue conforme 
7 ^( 77 ) pour decrire la dynamique de l’linivers 


H 

H 


a{t) 

a(t ) ’ 

a'iv) 

a{v) 


aH, 


( 1 . 11 ) 

( 1 . 12 ) 


ou le “point” designe la derivee par rapport au temps cosmique t et le “prime” par rapport 
au temps conforme 77 . La dynamique de l’univers est donnee par les equations d’Einstein 


Gfiu + Ag 



(1.13) 


avec A la constante cosmologique, G^ le tenseur d’Einstein et 

n 2 = 8nQ, 


(1.14) 


Q etant la constante de gravitation universelle. Ces equations se reduisent pour la metrique 
(1.8), et le tenseur energie impulsion (1.10), aux equations de Friedmann 

n 2 + k-A^ = k 2 j Pi (1.15) 

K'-Aj = -k 2 j(p + 3P). (1.16) 

En derivant la premiere equation de Friedmann (1.15) par rapport au temps conforme, 
la derivee du parametre de Hubble peut etre exprimee en fonction de p et sa derivee. 
L’equation (1.16) se reduit done a 


p’ = -m (p + P). (1.17) 

Exprimee en fonction du facteur d’echelle, on retrouve alors l’equation de conservation de 
l’energie d’un fluide parfait' 

d(a 3 p) = —Pd(a 3 ) . (1.18) 

La dynamique de l’univers est done completement determinee par les trois parametres 7i, 
p et P verifiant (1.15) et (1.18) pourvu que Ton se donne son equation d’etat, e’est-a-dire 
une relation entre la densite d’energie et la pression. II est d’usage de se restreindre aux 
equations d’etat de type barotropique avec 

P = w{rf)p. (1.19) 

Physiquement, elle introduit dans le modele la nature du fluide cosmologique, et done 
w depend a priori de l’age de l’univers. Ainsi, actuellement, l’univers etant domine par 

7 Elle est en effet implicitement contenue dans les equation d’Einstein puisque V^T ^ = 0. 
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la matiere, le terme de pression est completement negligeable devant la densite d’energie 
menant a w mSLt = 0. La densite d’energie evolue done en 

Pmat OC a -3 , (1.20) 

caracteristique d’une dilution par dilatation des distances en a. 

Les parametres couramment utilises pour decrire les differents modeles cosmologiques, 
i.e. les diverses solutions des equations (1.15), (1.18) et (1.19) sont la densite critique p c 
et le parametre de densite fi definis par 


et 


Pc 


3 H 2 


m 2 


( 1 . 21 ) 


n = 


p_ 

pc' 


( 1 . 22 ) 


D’apres l’equation (1.15), la densite critique est done la densite d’energie du fluide cos- 
mologique tel que les sections spatiales soient toujours plates, i.e. k = 0, pour une con- 
stante cosmologique nulle 8 A = 0. La premiere equation de Friedmann (1.15) se reecrit 
done 


fl + 


A/k 2 

Pc 



(1.23) 


La constante cosmologique peut alors etre vue comme un fluide parfait d’equation d’etat 


Pa = — Pa = (1-24) 

donnant la relation 

12 + Ha — 1 = ^ 

La mesure a un instant donne, par exemple aujourd’hui, de ces trois parametres, H, Ha 
et p c determine done le modele cosmologique a tous les temps, une fois donne sa nature 
physique, i.e. son equation d’etat. Notons, que le parametre de courbure k est lui aussi 
parfaitement determine par la mesure a un seul instant. Si aujourd’hui le parametre de 
densite total, incluant la constante cosmologique 


(1.25) 


H to t — H + Ha (1.26) 

est inferieur a l’unite H tot < 1 alors k = —1 et les sections spatiales sont de type liy- 
perboliques 9 , de meme qu’une valeur superieure a l’unite est caracteristique d’un univers 
ferme k = 1, alors que le cas euclidien est obtenu pour H to t 0 = 1- 


8 Aujourd’hui p c — 10 29 g/cm. 

9 On choisit d’indexer par “0” les quantites presentes. 
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1.2.3 L’expansion de l’univers 

La caracteristique majeure du modele de FLRW est certainement la non staticite de 
l’univers introduite au travers du facteur d’echelle a. En effet, la metrique (1.6), ainsi que 
les solutions generiques aux equations de Friedmann (1.15) et (1.16), apparaissent comme 
des fonctions du temps. C’est a partir de la comprehension de la nature cosmologique 
de la decouverte du decalage systematique vers le rouge des raies spectrales d’objets 
distants [318], par Hubble [190, 192], que l’expansion de l’univers a acquis son statut de 
fait observationnel. 

Pour des photons se propageant le long des geodesiques radiales de genre lumiere 
ds 2 = 0, et a l’aide de la metrique (1.6), il vient 


d t + dr 

a y/1 — k r 2 


(1.27) 


Ainsi, une onde lumineuse ayant etc emise au temps cosmique t em en r em , et regue au- 
jourd’hui en (t 0 ,r 0 ) suivra la relation 

d t _ f r ° dr 
a vl kr 2 


(1.28) 



De la meme maniere, un paquet d’ondes emis a l’instant suivant t em + 5t em par la meme 
source en r em sera detecte a l’instant t 0 + 5t 0 et aura les memes proprietes. Le membre de 
droite de (1.28) ne dependant que des coordonnees comobiles (fixes), on en deduit 


df 


fto+<5i 0 (]it 


aem T"aem 


soit apres quelques manipulations, et pour 5t -C t, 


dt e m dt Q 

®(4m) o) 


(1.29) 


(1.30) 


La forme de la metrique (1.6) introduit ainsi un “effet Doppler” apparent dans la propa¬ 
gation des ondes lumineuses dans l’espace-temps par le biais du facteur d’echelle 


Xm 



®(fem) 
«(*») ' 


(1.31) 


La quantite physique couramment utilisee en astronomie est le decalage spectral vers le 
rouge z, ou redshift, defini par 


z = ^~~ 1 = - !• (1-32) 

^em ®lO e m ) 

L’observation d’un decalage des raies spectrales des objets cosmologiques vers les grandes 
longueurs d’onde est done, dans le cadre du modele FLRW, le resultat de l’expansion 
de l’univers : a est une fonction croissante du temps. D’un point de vue newtonnien, le 
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redshift Z 

Fig. 1.1: Diagramme de Hubble representant le logarithme de Hgdi, en fonction du redshift 
£. Ces donnees sont en faveur d’une acceleration de l’expansion de Funivers [277]. 


facteur d’expansion dilatant la distance physique i oc a entre deux points de coordonnees 
comobiles fixes, ceux-ci semblent s’eloigner Fun de l’autre a une vitesse v oc a telle que 


v = -t = m, 
a 


(1.33) 


induisant un “effet Doppler” dilatant les longueurs d’onde. La loi de Hubble (1.33) n’est 
cependant correcte que pour des objets proches pour lesquels la notion de distance n’est 
que peu affectee par la geometrie de Funivers. Ce n’est plus le cas pour des objets eloignes 
ou differentes distances peuvent etre definies en fonction des diverses observables comme 
le diametre angulaire ou la luminosite apparente. Cette derniere permet de definir la 
distance luminosite d l par 


d 2 ~ - 
dL ~ AnJ 7 ' 


(1.34) 


C etant la luminosite absolue, i.e. la puissance totale intrinseque de la source, et T le 
flux mesure, i.e. la puissance par unite de surface regue. Dans le cas d’une metrique 
de type Minkowski, d l est simplement la distance physique a la source, alors que dans 
le cadre du modele FLRW, on s’attend a ce qu’elle depende de l’expansion de Funivers. 
Intuitivement, pour une source situee a la coordonnee comobile r em , la dilution de l’energie 
par l’expansion introduit un facteur (l + z) par dilatation des longueurs d’onde et un autre 
du a la dilatation des temps d’emission (1.30). La surface actuelle de la sphere sur laquelle 
se dilue Fenergie emise par la source 10 est, d’apres (1.6), S = 4-Ka 2 Q rl m . Le flux regu est 


10 On fait l’hypothese que l’observateur est en r o =0. 
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egal a T = £/ [5(1 + z) 2 ] et on en deduit la distance luminosite 

d L = a 0 r em (l + z). (1.35) 

La coordonnee comobile r em de la source peut etre exprimee en fonction des temps d’emis- 
sion et de reception par (1.28). De plus, en developpant le redshift (1.32) en t em — t 0 pour 
des sources proches, 


* - H 0 (t 0 ~ tem ) + (l + |) ( t 0 ~ tern) 2 , (1-36) 

et en inversant cette relation, la distance luminosite se developpe en fonction du redshift 

(1.37) 


, z l-q a 2 
«L — — + - — z . 


H 0 2 H 0 


La quantite q 0 = —d 0 a 0 /a 0 2 est le parametre de deceleration, et s’exprime en fonction du 
parametre de Hubble 


4 =J5. 

q ° H 2 


(1.38) 


A l’aide de l’equation de Friedmann (1.16), avec P 0 = 0 dans l’ere de matiere, il vient 

O 


Qn = —“ — • 


(1.39) 


La relation (1.37) est la version “correcte” de la loi de Hubble (1.33), et au premier ordre 
en redshift, on retrouve la proportionnalite z — H 0 d^ (voir Fig. 1.1). Le parametre de 
deceleration quantifie clone les ecarts a la loi de Hubble. Sa determination est de plus un 
moyen de mesure des parametres cosmologiques dont la densite d’energie associee a la 
constante cosmologique [voir Eq. (1.39)]. 

La determination de d l comme une fonction du redshift a fait l’objet de multiples meth- 
odes astrophysiques exploitant les proprietes intrinseques des sources [225, 22, 133, 120, 94] 
(cepheides, relations masse-luminosite des galaxies, supernovae de type la 11 ...). La fig¬ 
ure 1.1 represente des resultats relativement recents dans la determination de d^(z) par les 
courbes de luminosites des SNIa [277]. Les valeurs estimees des parametres cosmologiques 
correspondants sont representes sur la figure 1.2. La degenerescence sur la determina¬ 
tion de la densite d’energie associee a la matiere peut etre levee par l’utilisation d’autres 
donnees astrophysiques [263, 226, 323]. Ces resultats confirment de fagon eclatante le 
modele standard et semble indiquer, aujourd’hui, que la nature du fluide cosmologique 
fait intervenir une proportion importante de constante cosmologique 


Da 0 ~ 0.7, n 0 ~ 0.3, (1.40) 

indiquant que nous sommes actuellement dans une phase d’expansion acceleree d’un 
univers a faible courbure f2 tot ~ 1. 

11 SNIa. 
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Fig. 1.2: Determination des parametres de densite a partir de revolution de la distance 
luminosite pour les supernovae de type la. Dans le cadre du modele standard, l’accelera- 
tion de l’expansion de l’univers resulte de la predominance actuelle de la constante cos- 
mologique [277]. 
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1.2.4 Histoire thermique 

La consequence majeure de l’expansion de l’univers est que le facteur d’echelle decroit 
lorsqu’on remonte dans le temps. Cette constatation implique, d’apres les equations (1.20) 
et (1.32), que l’univers etait plus dense et plus chaud par le passe, menant ainsi au concept 
de “big bang” chaud pour designer l’instant initial ou le facteur d’echelle pourrait s’an- 
nuler. La domination de la matiere n’est done certainement plus une hypothese acceptable 
lorsqu’on remonte suffisamment loin dans le temps. 

Si l’on considere, en effet, un fluide de radiation (ou de particules ultrarelativistes 
pour lesquelles la masse est negligeable devant l’impulsion), le terme de pression n’est 
plus negligeable 

1 

-Prad = gPrad; (1.41) 

et l’equation de conservation (1.18) donne une evolution de la densite d’energie en 

Prad OC a -4 - (1.42) 

De maniere generale, pour une equation d’etat (1.19) avec w constant, (1.18) s’integre et 
la densite d’energie varie en 

p(xa~ 3{1+w) . (1.43) 

II existe done un instant t eq ou les densites d’energie associe a la matiere et au rayon- 
nement etaient comparables, separant here de radiation pour t < t eq ou p ~ p ra( j, de 
l’ere de matiere ou p ~ p mat 12 . H est possible d’introduire une temperature associee a 
l’etat thermodynamique du gaz de particule alors en interaction. Si l’on se place dans des 
conditions de pression telles que l’equilibre thermodynamique local soit verifie, la densite 
d’energie peut etre obtenue a partir des statistiques de Fermi-Dirac ou de Bose-Einstein 
selon le spin des particules, et la temperature 0 definie au travers de la fonction de 
distribution dans l’espace des phases. Dans ce cas, la densite d’energie est donnee par 

p = g J d 3 p Ef (p) = q J d 3 p Se e(E _^ /e +£ , (L44) 

avec E 2 = p 2 + m 2 l’energie totale de chaque particule, g le facteur de degenerescence 
associee a 5 e = l/(27r) 3 la densite d’etat, x l e potentiel chimique 13 , et £ = ±1 pour 
des fermions et bosons respectivement. Lors de l’ere dominee par la radiation, pour des 
particules ultra-relativistes telles que E ~ p, en equilibre chimique, il vient 

pb = cb^ = (1.45) 

pour les bosons et les fermions respectivement 14 . Ainsi, pour le fluide cosmologique con- 
stitue de matiere baryonique usuelle et de rayonnement, la densite totale d’energie est liee 
a la temperature par 

_ ' 0 = 4 ° 4 ’ (L46) 

12 Le redshift d’equivalence est estime a z eq — 10 4 . 

13 y = 0 a l’equilibre chimique. 

14 Le facteur 7/8 vient du principe d’exclusion de Pauli agissant au travers de e = 1. 
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avec 

? = ^\ B + -^\ F . (1.47) 

B F 

La somme ne porte que sur les especes effectivement relativistes a la temperature 0, et 
il est raisonnable de negliger l’energie associee aux especes non relativistes. Les equations 
(1.42) et (1.46) montrent que l’univers en expansion se refroidit comme on pouvait s’y 
attendre. Ainsi, au fur et a mesure du refroiclissement de 1’univers, les especes vont de 
moins en moins interagir et vont finir par se decoupler de Fequilibre thermodynamique, 
essentiellement lorsque leur libre parcours moyen T" 1 ~ H , avec H le parametre de 
Hubble 15 . Dependant de la nature des especes presentes, le facteur de degenerescence va 
done subir de brusques decroissances au cour de Fexpansion jusqu’au dernier decouplage, 
celui des photons. 

Si Ton s’interesse au devenir des especes ultra-relativistes decouplees de Fequilibre, 
la relation (1.46) n’est a priori plus valable, mais du fait de Fexpansion, leur energie 
est attenuee d’un facteur Odec/a [voir Eq. (1.32)] pendant que la densite de particules n 
decroit en 1/a 3 par dilatation des longueurs. La fonction de distribution / (p) cx d 3 n/dp 3 
reste done invariante et egale a /d ec - Ceci implique, d’apres (1.44), que E/Q est constant, 
soit 

e = e d «c—. (i. 48 ) 

a 

De la meme maniere, pour des especes non relativistes, Fimpulsion subissant toujours le 
redshift (1.32), la fonction de distribution reste invariante apres decouplage, et E decroit 
d’un facteur a 2 menant a une variation de la temperature en 0 m oc a~ 2 . La consequence 
fondamentale de ce scenario est Fexistence actuelle d’un fond de rayonnement diffus de 
photons dans tout Funivers verifiant une distribution de corps noir a la temperature 
(1.48). Ce fond de rayonnement d’origine cosmologique 16 a ete effectivement detecte par 
Penzias et Wilson [275], et verifie une loi de corps noir a la temperature actuelle 1 ' de 
2.728 ± 0004K (voir Fig. 1.3). L’origine physique du rayonnement fossile est dans le 
decouplage entre la matiere et les photons essentiellement du a la recombinaison entre 
les electrons et les protons. Le redshift de la surface de derniere diffusion, i.e. le redshift 
a partir duquel Funivers est devenu transparent aux photons, peut ainsi etre estime par 
celui correspondant a la recombinaison, soit z Tec ~ 1300, et 0 rec — 3500 K ou une energie 18 
voisine de 0.3 eV [218]. 

L’histoire thermique de Funivers peut ainsi etre comprise en s’approchant de la sin- 
gularite initiale a partir de la connaissance de la microphysique dominante aux echelles 
d’energie en question. A des echelles d’energie de l’ordre de 0 ~ 0.1 — lOMeV, les reac¬ 
tions nucleaires prennent place dans le plasma et sont a l’origine de la nucleosynthese 
primordiale. Tester les consequences de celle-ci revient a verifier la validite du scenario du 
big bang chaucl a l’epoque la plus reculee qui nous soit actuellement accessible. En partic- 
ulier, les abondances relatives des differents elements produit par ces reactions nucleaires 

lh H~ l est un ordre de grandeur de la distance au dela de laquelle les regions sont causalement disjointes, 
et r est le taux d’interactions. 

16 cmbr 

17 C’est le meilleur corps noir actuellement connu. 

18 leV ~ 11604 K. 
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Waveleigtli Ccln'i 



Frequency (GHz) 

Fig. 1.3: Le spectre du CMBR mesure par differentes experiences [164], 


peuvent etre calculees et sont en accord avec les observations (voir Fig. 1.4). Pour des 
temperatures de l’ordre de 0 ~ 1 MeV le modele standard prevoit egalement le decou- 
plage des neutrinos du plasma, leur temperature decroit alors en a -1 , comme les photons 
alors encore en equilibre thermique [cf. Eqs. (1.42) et (1.46)]. Cependant, le rayonnement 
de photons subit un rechauffement par annihilation electrons positrons. II est possible 
de montrer 19 que la conservation d’entropie genere sur le fluide de photons un accroisse- 
ment de la temperature d’un facteur (11/4) 1//3 . Puisque les neutrinos ne subissent pas 
cet effet c’est done egalement le rapport de temperature entre les deux fluides apres la 
recombinaison et il vient, pour l’epoque actuelle, Q v ~ 1.95 K. 

Aux echelles d’energie au dela de 100 MeV, la description de l’univers necessite l’emploi 
de la physique des hautes energies que nous verrons dans le chapitre suivant. Quoiqu’il 
en soit, il existe une limite absolue au modele standard qui est l’epoque de Planck @pi ~ 
10 19 GeV au dela de laquelle il est peu raisonnable 20 de supposer que la relativite generale 
et les autres interactions ne constituent plus une description correcte de la Nature. 


19 La conservation de l’energie (1.18) impose a l’entropie par unite de volume comobile, associe a Pequili- 
bre thermique des photons s p h = (Pph + Fph)/© oc c(a©) 3 , d’etre conserve au cour de l’expansion. Celle-ci 
etant proportionnelle au facteur de degenerescence, qui passe de c = 2 + 2 x 2 x 7/8 (photons, electrons 
et positrons), a ? = 2 (photons), la temperature des photons augmente done d’un facteur (11/4) 1 / 3 , le 
facteur d’expansion a etant continu lors de la transition. 

20 Mais non exclu. 
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Fig. 1.4: Prediction a 95% de confiance de l’abondance des elements legers issus de la 
nucleosynthese primordiale en fonction du rapport de la densite baryonique a la densite de 
rayonnement ( 771 0 ). Les diverses observables sont represents par des boites rectangulaires 
et sont clairement en accord avec les predictions [269, 164], 
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1.3 Les faiblesses du scenario standard 

La validite du modele standard de cosmologie ainsi brievement decrit repose done 
essentiellement sur Fobservation du decalage vers le rouge des objets distants, de l’exis- 
tence du fond diffus cosmologique et des abondances des elements legers predites par la 
nucleosynthese primordiale. Bien qu’il soit possible de construire des theories alternatives 
pour chacune de ces observations separement [43, 110, 188, 255], le modele du big bang 
chaud reste le plus simple et complet pour decrire Funivers jusqu’a des energies de l’ordre 
de la dizaine deMeV. 

Cependant, quelques observations ne trouvent pas duplications raisonnables dans 
le cadre du modele standard et doivent etre decrites par Fintermediaire de parametres 
ad hoc. Comme nous le verrons dans le chapitre 3, elles ne peuvent etre correctement 
interpretees que dans le cadre de Funivers primordial, a des echelles d’energie bien au 
dela de la nucleosynthese primordiale, necessitant Fextrapolation de la physique des hautes 
energies. 

1.3.1 L’univers plat 

Dans la section 1.2.3, nous avons vu que les valeurs mesurees des parametres cos- 
mologiques montrent que Funivers est actuellement de faible courbure D tot — 1 (cf. 
Fig. 1.2). Pour une equation d’etat avec w constant, a partir des equations (1.16) et 
(1.25), il vient 

D( ot = H [(1 + 3w)Q - 2D a ] (Oct - 1) • (1-49) 

La solution Q tot = 1 est soit instable, soit un attracteur, selon le signe de (l + 3tc)D —2f2 A . 
Dans un univers en expansion hi > 0, et actuellement avec w = 0 et F2 Aq ~ 0.7, fl 0 ~ 0.3, 
cette solution est un attracteur. Cependant, il est facile de voir a partir des equations 
(1.21) a (1.24), (1.32) et (1.43) que 

(i.50) 

et la domination du terme de constante cosmologique s’efface pour z — 0.7. Il en resulte 
que pour des redshifts z > 1, la platitude de Funivers est instable [334, 159]. Ceci reste 
valable dans Fere de radiation avec w = 1/3. Ainsi, pour que nous observions aujourd’hui 
n to t 0 — 1, il a fallu qu’au moment de Fequivalence, pour £ eq ~ 10 4 , le parametre de densite 
soit egal a l’unite a 10 -3 pres, et a 10~ 60 pres a Fepoque de Planck 21 . 

Un tel ajustement des conditions initiales 22 nuit a la genericite du modele et reflete 
certainement la presence d’autres phenomenes physiques dans Funivers primordial que 
nous evoquerons au chapitre 3. 

1.3.2 L’homogeneite 

L’hypothese d’homogeneite de Funivers est contenue dans le principe cosmologique qui 
nous a permis d’ecrire la metrique FLRW (1.6). Elle est done a la base du modele standard 

21 L’univers etait done extrdmement proche du cas euclidien k = 0 dans Funivers primordial. 

22 Fine tunning. 
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et confirmee par les observations. On peut neanmoins s’interroger sur les mecanismes 
physiques a l’origine de cette homogeneite. La fraction d’univers observable actuellement 
peut etre quantifiee a partir de la metrique (1.6). Pour un observateur actuel situe au 
rayon comobile r 0 = 0, les photons emis a r / em = 0, en la position rn l’atteindront en un 
temps conforme rj tel que 




dr 

a/1 — kr 2 


(1.51) 


Autrement dit, au temps conforme rj. I’horizon des particules est precisement a la coor- 
donnee comobile rn, les photons situes au dela de rn n’ont done pas encore, a r/, atteint 
l’observateur. La distance propre a Fhorizon est alors, d’apres (1.6) et (1.51) 


dn(rj) 



dr 

\/l — kr 2 


a(v)v, 


ou, exprimee en fonction du temps cosmique 


dn(t) 


a(t ) 



d t' 


(1.52) 


(1.53) 


Cette derniere equation montre plus clairement que la distance a Fhorizon peut etre infinie. 
Dans le cadre du modele standard, pour w constant et w > —1, Fequation de Friedmann 
(1.15) s’integre a l’aide de (1.43) pour donner Involution du facteur d’echelle 23 

2 2 

a(t) (x t 3< - 1+w ) -w- a(r^) ex 77 1 + 3u '. (1-54) 


Si w < —1/3, Fequation (1.53) diverge en zero et la distance a Fhorizon est infinie. 
Inversement, pour w > —1/3, elle s’integre et du est une fonction du temps 24 

du(t)oct dn(?]) °c (1.55) 


II en resulte que Funivers observable aujourd’hui contient des regions causalement dis- 
jointes du passe, la distance a Fhorizon s’accroissant avec le temps cosmique. Ainsi, la 
distance propre actuelle a la surface de derniere diffusion 25 est clonnee par (1.51) et (1.52), 
avec r/ em = r/dec, i-«- 

ddeciVo) = a o (Vo - Vdec) ■ (1-56) 

et done au moment du decouplage, elle correspondait a une distance caracteristique de 
l’ordre de hdec(hdec) = (1 + ^dec)^ 1 ddec(ho)- II es t possible de la comparer a la distance a 
Fhorizon a cette epoque, i.e. la distance propre au dela de laquelle les regions de Funivers 
a cette epoque n’etaient plus causalement connectees. D’apres (1.52), celle-ci se reduit a 
dn dec = ctdecVdec- Le nombre de cellules projetees sur le ciel aujourd’hui et causalement 
deconnectes lors de la recombinaison est done approximativement 


ridec - 


ddec (hdec) 

d n dec _ 


f Vq - Vdec 
\ Vdec 


3 


) 


23 En negligeant la constante cosmologique pour z > 1 [cf. Eq. (1.50)]. 
24 0n a egalement dans ce cas du oc H~ l . 

25 Elle correspond au decouplage des photons a 77d ec - 


(1.57) 
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soit ridec — 10 5 pour ^dec — z iec — 1300. Inversement, la distance a l’horizon actuelle pour 
une cellule causale de la surface de derniere diffusion est du dec (r) 0 ) = (1 + Zdec)^H dec , elle 
est done actuellement vue sous un angle 

56 ~ ^—~ 0.8°. (1.58) 

ddec\Vo) Vo Vdec 

L’homogeneite entre ces regions causalement deconnectees lors de la recombinaison est 
observee aujourd’hui dans l’isotropie du spectre du CMBR (cf. Fig. 1.3) a 1CT 4 pres. Le 
modele standard ne permet pas de d’expliquer de telles correlations entre ces differentes 
regions du ciel. 


1.3.3 La formation des structures 


La presence de structures gravitationnelles non lineaires aux petites echelles telles que 
les galaxies et les amas est interpretee comme le resultat de la croissance d’inhomogeneites 
de densite initiales par instability de Jeans (voir annexe B). Dans le cadre du modele 
de FLRW, en Fabsence de constante cosmologique (voir Sect. 1.3.1), Fequation (1.49) 
s’integre en fonction du facteur d’echelle 


n - i 

Q 


oc a 


l+3u> 


(1.59) 


qui peut se reecrire 


— oc a 1+3w 

n ’ 


(1.60) 


avec 50 = — 1 representant l’ecart du parametre de densite a sa valeur critique dans un 

univers plat. Autrement dit, le contraste de densite dans un univers plat d’une region finie 
ayant une densite superieure a la densite critique, i.e. O > 1, s’amplifie avec Fexpansion de 
Funivers jusqu’a entrer dans le regime non-lineaire menant aux structures gravitationnelles 
observees. Dans le regime lineaire, il est toujours possible de developper le contraste de 
densite 5p/p en serie de Fourier permettant de definir les longueurs d’onde A associees 
a ces fluctuations. Dans le modele de FLRW, celles-ci sont dilatees par Fexpansion, et 
les structures observees actuellement de longueur caracteristique A 0 correspondent a des 
fluctuations anterieures de longueur d’onde 


A 


—A„. 


(1.61) 


A partir des equations (1.54) et (1.55), la distance a Fhorizon evolue egalement avec le 
facteur d’echelle en 

du oc a 2 • (1.62) 

En comparant (1.61) et (1.62), on voit done qu’il existe un reclshift pour lequel A > du 
quelque soit A 0 . II est alors impossible dans le cadre du modele de FLRW de trouver un 
mecanisme physique permettant de fixer de telles conditions initiales sur des distances cor- 
respondant a des regions causalement disjointes, ou superhorizons. Ce probleme, comme 
celui de Fhomogeneite, resulte directement de l’existence d’un horizon des particules et 
de la deceleration de Funivers. Nous verrons dans le chapitre 3 qu’il est pleinement resolu 
par Finflation. 
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1.4 Conclusion 

Le modele standard de la cosmologie fonde sur la gravitation d’Einstein est done re- 
marquablement confirme par les observations pour des echelles d’energie allant de ICG 3 eV 
aujourd’hui a quelques dizaines deMeV lors de la nucleosynthese primordiale. II attribue 
neanmoins des proprietes inexpliquees a notre univers, telle la platitude, l’acceleration 
recente de l’expansion, une homogeneite “magique”... Ces problemes laissent entrevoir 
l’existence d’autres phenomenes physiques a 1’oeuvre dans l’univers primordial. L’echelle 
de Planck, qui marque l’insuffisance supposee d’une description purement geometrique 
de l’espace-temps, se trouvant a des energies de l’ordre de 10 19 GeV, il est raisonnable 
d’esperer decrire ces phenomenes physiques, en dega de cette energie, par la physique des 
liautes energies couramment utilisee dans les experiences de physique des particules. Dans 
le prochain chapitre nous presenterons done brievement le modele standard de la physique 
des particules, avant de nous interesser a ses consequences sur la cosmologie. 



24 Chapitre 1. Le modele cosmologique standard 



Chapitre 2 


Le modele standard de physique des 

particules 

Sommaire 

2.1 Introduction. 26 

2.2 Les theories de jauge. 26 

2.3 Le mecanisme de Higgs. 31 

2.4 Predictions et limites du modele standard. 36 

2.5 Conclusion. 40 


25 









26 Chapitre 2. Le modele standard de physique des particules 


2.1 Introduction 

Aux petites echelles de distances, par sa tres faible intensity, la gravitation peut etre 
negligee. Le monde microscopique sonde dans les accelerateurs de particules est ainsi 
regi par les trois autres interactions fondamentales de la Nature : l’electromagnetisme, 
l’interaction faible et l’interaction nucleaire forte. Le modele standard de physique des 
particules donne un cadre theorique unifie decrivant l’interaction de la matiere avec ces 
trois forces fondamentales. Pour cela, il s’appuie sur la theorie quantique des champs, 
issue de la relativite restreinte et de la mecanique quantique, ou les objets fondamentaux 
sont des particules, evenements de l’espace-temps, interagissant en respectant certaines 
symetries et dont les proprietes dependent de Fechelle d’energie a laquelle ils sont ob¬ 
serves. Le modele standard aujourd’hui comprend le modele de Glashow, Weinberg et 
Salam [155, 355, 310] qui ont unifie Felectrodynamique quantique [136, 128, 312] et l’in¬ 
teraction faible en une theorie de jauge fondee sur la symetrie 577(2) x *7(1), a l’aide 
du mecanisme de Higgs [131, 173, 165, 213]. Le mecanisme de Higgs 1 est ainsi utilise 
en physique des particules pour unifier les interactions et donner une explication a la 
masse des particules. Son existence est motivee par Fobservation de ses consequences 2 , 
et les predictions largement confirmees faites par ce modele. Les generalisations de ce 
mecanisme sont intensement utilisees en cosmologie lors des transitions de phase, il est en 
outre a Forigine de la formation des cordes cosmiques par le mecanisme de Kibble [211]. 
L’interaction forte pouvant elle aussi etre decrite par une theorie de jauge s’appuyant sur 
la symetrie 577(3), la chromodynamique quantique, on parle alors de modele standard 
SU( 3) x SU(2) x *7(1). 

2.2 Les theories de jauge 

La representation des invariances imposees par la relativite restreinte au travers du 
groupe de Poincare se trouve realisee en mecanique quantique par la differentiation des 
particules selon leur masse et leur spin. Ces symetries de base de Fespace-temps represen¬ 
tees dans Fespace de Hilbert de la mecanique quantique sont effectivement realisees dans 
la Nature par les bosons, particules de spin entier, et les fermions de spin demi-entier. Les 
particules observees se reduisent ainsi aux scalaires <L de spin nul, aux fermions 'L de spin 
1/2 et aux champs vectoriels V M de spin unite 3 . En plus des symetries de base de Fespace- 
temps a Forigine des proprietes intrinseques de la matiere, la confirmation experimental 
du modele standard suggere que les interactions entre ces particules sont elles aussi le 
produit de Fexistence de symetries locales : les interactions sont en effet invariantes sous 
certaines transformations de coordonnees et des champs. Des charges peuvent etre dehnies 
pour toutes les particules quantihant leur comportement face a ces symetries locales, on 
construit alors une theorie, dite “de jauge”, quantifiee et predictive [360, 367, 139, 361, 134]. 

^ans toute la suite, conformement a l’usage, ce mecanisme decouvert simultanement par Englert et 
Brout [131], Higgs [173], et Guralnik, Hagen et Kibble [165], sera ainsi denome. 

2 Et peut etre mtane directement par la detection de sa particule associe a 115 GeV [93]. 

3 Le graviton de spin 2 pourrait etre egalement introduit, mais il n’existe pas a l’heure actuelle de 
theorie quantique predictive de la gravitation. 
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2.2.1 L’electrodynamique 

La theorie regissant les interactions electromagnetiques est basee sur la symetrie de 
jauge locale 17(1), i.e. l’invariance de l’interaction par la multiplication des champs par 
une phase complexe dependant de Fevenement. Cette symetrie est une des plus simple 
continue, car abelienne, permettant de construire une theorie de jauge et servira de modele 
de predilection pour l’etude des cordes cosmiques dans les chapitres suivants. 

A l’aide du tenseur de Faraday F^, les equations de Maxwell [253] peuvent etre 
reexprimees sous leur forme covariante 4 

d^= 3 \ d,F^ = 0 , ( 2 . 1 ) 

avec 

F pv = l -f vpa F pai ( 2 . 2 ) 

le tenseur dual de F dans l’espace de Minkowski, le quadrivecteur courant source du 
champ, et e^P a le tenseur de Levi-Civita completement antisymetrique dans ses indices 
et tel que £ 0123 = 1. Le tenseur F^ antisymetrique de rang 2 verifiant les identites de 
Bianchi 

djjF up + d v F pp + dpF pv = d( jl F vp \ j = 0, (2.3) 

il s’exprime egalement comme un champ de gradient 

Ffju = dpA u - d u Ap = d[nA v ], (2.4) 

ou A M est le potentiel vecteur associe. L’erjuation (2.4) est definie a un gradient pres, 
c’est-a-dire qu’il existe une invariance de jauge des equations de Maxwell par rapport a 
n’importe quelle transformation du potentiel vecteur A M du type 

A^ A» -dPU{xr), (2.5) 

ou U(x li ) est une fonction scalaire. L’evolution des champs electromagnetiques libres (2.1) 
peut egalement etre obtenue par les equations d’Euler-Lagrange a partir de la densite 
lagrangienne 5 

Am = -\F' a 'F ia ,-j lk A». (2.6) 

Si Fon s’interesse maintenant aux fermions ^(x M ) de masse m, leur propagation libre 
est regie par le lagrangien 6 de Dirac [115] 

A = 'L (A M A _ m ) ( 2 - 7 ) 

cjui est trivialement invariant sous un changement de phase global 'F —> 'Fe l “. L’idee 
generale des theories de jauge est alors d’imposer une invariance locale, autrement dit on 
souhaiterait rendre le lagrangien de Dirac (2.7), independant des transformations 17(1) 

4 Le tenseur de Faraday est relie aux champs electriques et magnetiques par E l = F° l et 2 B l = e l ^ k Fjk. 

5 L’invariance de cette densite lagrangienne sous les transformations de jauge (2.5) est assuree par la 

conservation du quadrivecteur courant par (2.1), apres integration par partie de (2.6). 

®Dans toute la suite, nous designerons par lagrangien, la densite lagrangienne correspondante. 
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locales, i.e. —> ^e iqU ( xl ’ > . II est facile de voir, a partir de (2.7) que ceci n’est possible que 

par l’introduction d’un champ quadrivectoriel A M tel que 

=*► A* 1 -> A 11 - d^Uix 1 *), (2.8) 

a condition de remplacer le terme cinetique par une derivee covariante sous ces transfor¬ 
mations 

Dp = df, + iqA (2.9) 
Le lagrangien des fermions invariant s’ecrit alors 

£ f = 'h — m)'h = 'L {i^d^ — m) 'L — (2.10) 

La dynamique propre du champ vectoriel A M verifiant (2.8) ne peut etre donnee que par 
les equations (2.1) et (2.4). Le dernier terme du lagrangien de Dirac invariant sous 17(1) 
s’interprete comme le terme source du champ electromagnetique avec II est 

conserve car c’est egalement le courant de Noether associe a l’invariance 17(1) de la theorie. 
Le champ bosonique A M auquel il est couple [voir Eq. (2.10)] est la representation de la 
particule mediatrice de l’interaction : le photon. 

Ainsi, le simple fait cl’imposer aux fermions libres l’invariance locale sous les trans¬ 
formations de jauge 17(1) permet de construire une theorie decrivant leurs interactions 
electromagnetiques par le biais d’un champ vectoriel qu’on interprete comme etant le 
photon. Le nouveau parametre q introduit est simplement la charge representant la sen- 
sibilite des particules a ce nouveau couplage. Le lagrangien decrivant l’electrodynamique 
des fermions est done 

£fem = - m) V. (2.11) 

De la meme maniere, a partir du lagrangien de Klein-Gordon [217] decrivant revolution 
libre des particules scalaires complexes, 

£ b = \ (&*$) - l -m 2 § t$, (2.12) 

l’invariance par la symetrie de jauge locale 17(1) permet d’imposer leur couplage au champ 
electromagnetique. Le lagrangien de l’electrodynamique scalaire est alors donne par 

£ b em = + 1 (D»$) - im 2 <ht<h. (2.13) 

La theorie 17(1) electromagnetique est aujourd’hui remarquablement verifiee par l’experi- 
ence, ses predictions sont en effet verifiees a 10 -13 pres dans les accelerateurs [164], 

2.2.2 La chromodynamique 

L’interaction nucleaire forte, responsable de la cohesion des noyaux atomiques, peut 
egalement etre decrite par une theorie de jauge fondee sur le groupe de symetrie non 
abelien SU(3) rendant compte du confinement de cette interaction. Contrairement a 
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l’electrodynamique, de portee infinie, cette derniere n’agit qu’aux echelles des nucleons, 
de l’ordre de 10 _15 m. 

Par analogie avec ce qui precede, on decrit l’interaction forte des quarks a partir 
du lagrangien de Dirac (2.7), en imposant son invariance sous les transformations du 
groupe SU(3) des matrices U unitaires de rang 3 et de determinant unite, i.e. sous la 
transformation 

¥->U}¥, (2.14) 

etant cette fois un triplet de spineurs. Par soucis de simplicity, nous omettrons a partir 
d’ici ses indices. En suivant la meme demarche que pour la symetrie 17(1), l’invariance lo¬ 
cale est obtenue par l’introduction d’une matrice de champ vectoriel (7l M )* se transformant 
sous SU{3 ) par 

A' 1 UA»U ] - l -Ud„U\ (2.15) 

permettant de definir la matrice de derivees covariantes 

Df, = d^ + igA^. (2.16) 

Par propriety de SU(3), il y a huits 7 champs vectoriels A M independants qui s’identifient 
aux generateurs du groupe et qui correspondent aux huit particules scalaires portant l’in¬ 
teraction et appelees les gluons. Leur dynamique propre peut egalement etre obtenue par 
symetrie, en imposant l’invariance de jauge. La generalisation de (2.4) pour une symetrie 
non abelienne est 

Gpv — d^A^ + ig [Ap, A u ], (2.17) 

et on montre cjue le lagrangien associe, invariant de Lorentz et conservant Is symetrie de 
parite, peut toujours se ramener a 

£ c = -^Tr (2-18) 

la trace portant sur les composantes matricielles [357]. La chromodynamique decrivant 
l’interaction des quarks et des gluons peut par consequent etre decrite par le lagrangien 

£qc = ^2 'hq - m q ) 'Lq + C c . (2.19) 

q 

II est alors possible de montrer que la charge portee par les quarks, appelee la couleur , est 
inobservable a nos echelles d’energie du aux proprietes de confinement de cette interaction : 
son intensity est en effet d’autant plus forte que les echelles de distances observees sont 
grandes [91, 137, 41, 119, 372], Les particules sensibles a Finteraction forte, a nos echelles 
d’energie, sont alors un assemblage de quarks et gluons de charge totale de couleur nulle, 
ou blanche, interagissant par echange de mesons, des particules scalaires formes d’une 
paire quark-antiquark [148, 373, 164], 

7 Pour des matrices unitaires de rang N et de determinant unite, il y a N 2 — 1 composantes indepen- 
dantes. 
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2.2.3 L’interaction electrofaible 

La force faible est a l’origine des disintegrations /3 ± violant la parite. La premiere 
theorie effective proposee etait basee sur une interaction de type “courant-courant” [135, 
325, 309] de lagrangien 

£ e fr = (2.20) 

ou les courants charges font intervenir les differents fermions couples par l’interaction, 
i.e. les quarks q et leptons i 

J" = + ( 2 - 21 ) 

e q 

L’operateur y 5 introduit artificiellement, permet la violation de la parite observee dans 
les interactions, et les couplages s’effectuent entre des doublets de particules generant une 
symetrie dite d’isospin faible. Ils sont formes d’un lepton et de son neutrino associe (£, zy), 
et du doublet de quarks etats propres de l’interaction (q,q'). Cette theorie effective pose 
de nombreux problemes, le plus important d’entre eux etant que la constante de couplage 
G f est dimensionnee 8 , rendant la theorie non renormalisable apres quantification, i.e. non 
predictive. Elle n’est pas une theorie de jauge et n’explique pas les interactions par courant 
neutre telles que les diffusions de neutrinos sur des electrons. 

En constatant une symetrie globale d’isospin faible, on pourrait penser naturelle- 
ment, suivant les exemples de l’electromagnetisme et des interactions fortes, construire 
une theorie de jauge decrivant l’interaction faible se basant sur le groupe de Lie 517(2). 
Comme pour la chromodynamique ou l’electrodynamique, une telle theorie introduirait 
des bosons vecteurs additionnels, au nombre de trois 9 . La violation de la parite peut, 
quant a elle, etre introduite au travers des representations irreductibles de 517(2), les 
particules de chiralite “droite” faisant partie d’un singulet de charge d’isospin nulle, et les 
particules “gauches”, sensibles a l’interaction, d’un doublet de charge 1/2, comme suggere 
par (2.21). En notant 'Ll les doublets et 'Lr les singulets, le lagrangien d’une telle theorie 
s’ecrirait alors comme une somme sur les differentes families de particules, les “saveurs”, 
des termes invariants de jauge 

£ w = E I'h (iYD, - m.) + r R - m.) - ItV (W^W^) , (2.22) 

s 

ou est la matrice de 517(2) des bosons vecteurs, W /JiL , son tenseur de type Faraday 
associe [cf. Eq. (2.17)] et la derivee covariante pour les doublets 

D,, =0^ + igW ln (2.23) 

g etant la constante de couplage de l’interaction. En decomposant les bosons vecteurs W M 
sur les generateurs de 517(2), i.e. les trois matrices de Pauli a\ 

W = 'E Wi J> (2.24) 

_ i 

8 C’est egalement le cas de la gravitation. 

9 2 2 — 1 = 3 c’est le nombre de generateurs du SU{2). 
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il est possible de retrouver les courants charges de la theorie effective, a ceci pres que la 
constante de couplage Gf est maintenant remplacee par un terme faisant intervenir les 
propagateurs des bosons vectoriels charges W ± avec W ± = (l/\/2) ( W 1 ± ID 2 ). De meme, 
les interactions de type courant neutre s’expliquent maintenant par l’echange du boson 

ID 3 . 

Ces interactions ont d’autres parts la propriety de faire intervenir les charges elec- 
tromagnetiques au sein meme des bosons vecteurs W ± . Dans les interactions observees 
experimentalement, on constate egalement la stricte conservation cl’un nombre scalaire, 
l ’hypercharge 

Y = Q-T 3 , (2.25) 

ou Q est la charge electromagnetique et T 3 la projection d’isospin associee aux partic- 
ules de SU( 2), i.e. 0 pour les singulets et ±1/2 pour chaque composante des doublets, 
respectivement. Cette symetrie peut etre jaugee par une symetrie locale U( 1) addition- 
nelle unifiant l’electromagnetisme et les courants neutres [155]. Le lagrangien de la theorie 
s’ecrit alors 

c ew = C W - (2.26) 

ou les nouvelles derivees covariantes apparaissant dans (2.22) pour les composantes gauches 
et droites, respectivement, sont donnees par 

Dfj, = d,j, + igWfj, ± ig Y^B^, (2.27) 

Dfi = ± ig'Y^B^. (2.28) 

Une telle theorie ne decrit absolument pas les interactions qu’elle se propose de mod- 
eliser. En effet, les bosons vecteurs W l y sont predits de masse nulle, suggerant une portee 
infinie de l’interaction faible, contrairement a ce qui est observe. II faudrait en realite qu’ils 
soient tres massifs ahn que l’influence de l’impulsion k^ de ceux-ci soit negligeable devant 
leur masse pour que les terrnes en gW 1 dans le lagrangien donnent des propagateurs con¬ 
stants a basse energie compatibles avec l’interaction “courant-courant”. Or des terrnes de 
masse en m 2 W^W /1 brisent l’invariance de jauge de la theorie. Le probleme trouve sa 
solution dans le mecanisme de Higgs [131, 173, 165], qui introduit une particule scalaire 
supplement air e a l’origine de la masse des particules auxquelles elle est couplee. 


2.3 Le mecanisme de Higgs 

Le mecanisme de Higgs [131, 173] met en jeu la brisure d’une symetrie, i.e. le non 
respect de la symetrie d’une theorie par l’etat fondamental : l’idee en est simplement que 
si une equation admet une certaine symetrie et plusieurs solutions, celles-ci peuvent ne 
pas la respecter 10 . Pour illustrer ce mecanisme, il est d’usage de considerer une symetrie 
U( 1) locale. 

Soit le champ scalaire complexe $ de Higgs, invariant sous les transformation de jauge 
17(1), en auto-interaction dans un potentiel D(<3>). D’apres (2.13), sa dynamique est regie 

10 Le principe de Curie assure cependant que Vensemble des solutions doit respecter la symetrie. 
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Fig. 2.1: Le potentiel de Higgs V($) trace dans le plan complexe du champ scalaire 
[9ft(<i>), Q : ($)]. L’etat d’energie minimale est represente en rouge et correspond a |$| = 77 , 
differentes valeurs de phase apparaissent en bleu. 


par le lagrangien 

C h = 1 ( D^ (D^) - \H^H^ - V($), (2.29) 

ou H fll/ est le tenseur de type Faraday associe au boson vectoriel B M tel que 

Dp = 8^ + igB^. (2.30) 

La theorie est alors effectivement invariante sous les transformations de jauge 

$ QQigUW) et d^U. (2.31) 

Pour pouvoir definir une theorie quantique renormalisable, et done predictive, le potentiel 
V ne peut faire intervenir que des termes de masse et d’auto-interaction en $ 4 , au plus. 
La brisure de symetrie intervient lorsque le potentiel V est de la forme 

H($) = ^(|$| 2 -7? 2 ) 2 , (2.32) 

avec A la constante d’autocouplage du champ scalaire et 77 sa valeur moyenne dans le 
vide 11 . Dans ce cas, l’etat fondamental stationnaire du champ est alors obtenu en imposant 
une energie minimale, i.e. une valeur du potentiel minimale qui, d’apres (2.32), est obtenue 
pour |$| 2 = 77 (cf. Fig. 2.1). 

L’ensemble des valeurs moyennes du champ de Higgs dans son etat fondamental est 
done de la forme 

($) = <D o = r/e ia , 

11 


Vacuum, expectation value ou vev. 


(2.33) 
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avec a une phase complexe arbitraire (cf. Fig. 2.1). Chacun de ces etats n’est clairement 
plus invariant sous les transformation de jauge U{ 1), brisant ainsi la symetrie en question. 
Notons que le lagrangien a l’origine de la brisure et la theorie sous-jacente sont toujours 
invariants sous f/(l), ainsi que Vensemble des etats vides. 

Pour explorer les consequences physiques du phenomene il est commode de developper 
le champ de Higgs autour de son etat fondamental ahn d’en extraire la forme de ses 
excitations, 

$ = [rj + p( x »)\ (2.34) 

Pour de petites fluctuations autour de <I> 0 , et en choisissant a = 0, ce qui localement est 
toujours possible, cette expression se reduit au premier ordre en 

<f> ~ rj + p + ip, (2.35) 

dans la mesure ou p <C g et p <C g. Le lagrangien (2.29) se developpe alors, au deuxieme 
ordre en ces champs, en 

£ h -> ^d^pd^p + ^d^pd^p - gB M (pd^p - pd^p - gd^p) (2.36) 

+g 2 V 2 B^B M + g 2 B^B» ( j o 2 + p 2 + 2 gp) - ^fp 2 - 

La brisure de symetrie a clone donne naissance, a priori , a deux champs scalaires reels p et 
p. Le champ p est un champ scalaire reel en interaction de masse y/Xr), alors que le champ 
p, quoiqu’egalement en interaction, ne comporte pas de terme de masse [cf. Eq. (2.12)]; il 
est couramment appele boson de Goldstone [157, 158, 260]. Physiquement les bosons de 
Goldstone ne peuvent exister que pour la brisure cl’une symetrie globale, i.e. sans champ 
de jauge associe. En effet, dans le cas present, le champ p peut etre absorbe dans les 
transformations de jauge U( 1) de l’equation (2.31) en choisissant 

u(xn = (2.37) 

fin 

il ne constitue done pas, pour une symetrie locale, un degre de liberte physique. Le resultat 
essentiel de ce mecanisme et que les bosons de jauge B M possedent apres brisure une masse 
physique gr) proportionnelle a la vev du champ de Higgs. Il est clair sur V equation (2.29) 
que le lagrangien est effectivement invariant de jauge, et met en jeu maintenant, par le 
biais du champ de Higgs, des bosons vecteurs massifs. 

Pour revenir a l’interaction electrofaible, le meme mecanisme est generalise a la symetrie 
SU(2 ) x U(l). La theorie decrivant cette interaction est effectivement celle resumee au 
paragraphe precedent, mais du fait du mecanisme de brisure de symetrie, seul la jauge 
f/(l) reste encore observable a basse energie au travers de Felectrodynamique. Le mecan¬ 
isme de Higgs applique a SU(2) permet done de donner une masse aux bosons vecteurs 
W, tout en conservant une theorie renormalisable [185, 186, 187]; il est par consequent 
predictif. En effet, considerons un doublet de champs scalaires complexes d’hypercharge 

Y h = 1/2 



0 


(2.38) 




34 Chapitre 2. Le modele standard de physique des particules 


de lagrangien (2.29) dans lequel la derivee covariante Test maintenant par rapport aux 
transformations de SU(2) x 17(1) 

= df, + igWfj, + ig'Y h B (2.39) 


En choisissant la valeur moyenne dans le vide du doublet de Higgs le long de la composante 
non chargee 12 



(2.40) 


il est possible d’etudier, comme pour la brisure de U( 1), les fluctuations des champs dans 
leur nouvel etat de vide en les decomposant sur les generateurs de SU (2) 


$ 


0 

V + P 


exp 



(2,41) 


Une transformation de jauge permet, comme dans le cas abelien, de reabsorber les phases 
<Pj dans les masses, et de s’interesser seulement au champ p. Le lagrangien se reduit done, 
au deuxieme ordre en ces nouveaux champs, a 


A 


A 


1 

~0 Ur . r 
2 " ' 2 


drf&p - + \gWW;W^ + 9 -(p 2 + 2 rip) W-W^ (2.42) 


(v+py 


g'YuB„ 


-W; 
2 M 


Comme pour la brisure de 17(1), il apparait un champ scalaire neutre p de masse y/Xg, 
le boson de Higgs, et les bosons vecteurs W ± acquierent une masse (1/2 )gg comme W 3 
et B M qui se trouvent maintenant couples. Le couplage entre les bosons vecteurs neutres 
peut etre mieux compris physiquement en introduisant deux nouveaux champs 


= cos(9 w )W 3 -sin(6> w )A At 
Af, = sin (9 w )W 3 + cos {9 W )B^ 


avec 9 W bangle faible 13 defini par 
cos (9 W ) = 


vV + 9 12 


sin (0 W ) = 


\/g 2 + g ' 2 


(2.43) 

(2.44) 


(2.45) 


Il est facile de voir a partir de (2.42) que les termes de masse et de couplage entre W 3 et 
B M se reduisent uniquement a un terme de couplage pour le boson Z en 

£z = \(v + p) 2 {g 2 + g ,2 )Z fl Z^ (2.46) 


et que, autrement dit, le boson A^ reste de masse nulle : il peut etre identifie au photon 
generant la symetrie 17(1) electromagnetique, alors que le boson vecteur a borigine 

12 C’est un choix de jauge sans effet physique a priori. 

13 Weak angle. 
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Reconstructed Mass m u GeV/c 2 

Fig. 2.2: Distribution en masse du nombre d’evenements observes au LEP durant Tan- 
nee 2000 et qui pourrait etre interprets comme une resonance du boson de Higgs a 
115 GeV [93], 


des courants neutre, est de masse (l/2)g^/g 2 + g' 2 . A partir du couplage entre neutrinos, 
de charge electromagnetique nulle, donne par (2.22), il est possible de relier les constantes 
de couplage introduites, i.e. g, g' et 9 W , a la constante de couplage electromagnetique e 
par 

e = g' cos(9 w ) = g sin(6» w ). (2.47) 

Experimentalement, connaissant la constante de couplage effective de l’interaction 
faible Gf, celle de l’electromagnetisme e, et Tangle faible 6 W determine a partir des cou- 
plages Z quarks et leptons [164], la masse des W ± predite est de 80.4GeV, et celle du 
Z , 91.6 GeV. Ces particules ont effectivement ete observees dans les accelerateurs avec 
des masses extremement voisines des valeurs predites [164], confirmant ainsi le modele de 
Glashow-Weinberg-Salam. Actuellement, la particule associe au Higgs p aurait peut etre 
ete directement detectee (cf. Fig. 2.2), la mesure de sa masse fixerait alors la constante 
d’autocouplage 14 A et confirmerait le mecanisme de Higgs. 

La masse des autres particules est obtenue par leur couplage au champ de Higgs. Ainsi 
pour des fermions, un couplage de type Yukawa [368] en 

ApDL'F, (2.48) 

permet d’obtenir apres brisure de symetrie des fermions 4/ massifs de masse Af rj. Les dif- 
ferentes masses des diverses particules sont alors introduites par le biais de leur constante 
de couplage au champ de Higgs. 

14 g est deja determine par les mesures des masses des bosons vecteurs massifs, g ~ 175 GeV. 
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2.4 Predictions et limites du modele standard 

Dans les sections precedentes, nous avons brievement decrit les bases classiques du 
modele standard. La theorie complete decrivant les interactions fondamentales necessite 
cependant d’etre quantifiee, dormant ainsi tout son sens a la notion de particule. Sans 
entrer dans le detail et les difficultes inherentes a la quantification 15 , celle-ci permet es- 
sentiellement de predire les sections efficaces de toutes les interactions entre les particules, 
telles qu’on peut les mesurer dans les accelerateurs, mais egalement de les extrapoler a 
des echelles d’energie bien plus elevees, telles cedes de l’univers primordial. 


2.4.1 La quantification et la renormalisation 


L’existence physique d’une configuration de particules peut etre identifiee, dans la 
theorie quantique des champs, a un etat donne d’un espace de Fock, i.e. une supperposition 
infinie d’espaces de Hilbert dans lesquels evolue chaque particule. L’operateur d’evolution 
U(ti,tf) agissant dans cet espace permet de connaitre l’amplitude de probability de 
passage d’une configuration de particules |C ; ) en £, a la configuration finale |Cf) en t { . II 
est possible de montrer que ces amplitudes de probability se reduisent aux calculs de la 
valeurs moyenne dans le vide initial du produit ordonne des champs en interaction [228, 
313] 


Sif oc <0|f 


n exp 



(2.49) 


ou les Ti sont les champs consideres dans les etats de Fock de transition et T l’operateur 
produit ordonnant les champs selon les temps decroissants. Dans la representation d’in- 
teraction, le terme £; nt se reduit aux parties du lagrangien de la theorie classique autre 
que cedes decrivant la propagation fibre des champs. Le membre de droite est aussi note 
G (n) comme fonction de Green en interaction a n points. Dans l’approche perturbative 
on developpe l’operateur d’evolution (le terme en exponentielle) en puissances successives 
de la constante de couplage et des champs fibres. La fonction de Green de l’interaction se 
reduit en une somme infinie de termes faisant intervenir les fonctions de Green fibres de 
la theorie a deux, trois, ..., n points qui s’identifient a 


dib — {0|t [Ti . . .T n ] |0) 


(2.50) 


Celles-ci s’interpretent comme des corrections dues aux fluctuations quantiques des champs 
T en interactions, et sont souvent les seules qu’il est possible de calculer analytiquement. 

Le calcul effectif des corrections quantiques peut s’effectuer au moyen de la quantifi¬ 
cation par l’integrale de chemin [114, 138]. En effet, il est possible de montrer que la 
fonctionnelle 16 


1 V\{J}}<x 


{DT} exp 


d l x(C + JF) , 


(2.51) 


15 La methode de “quantification canonique” sera neanmoins detaillee dans la partie III. 

16 C’est egalement l’amplitude de persistance du vide en presence des sources externes (0)0)^}.. 
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avec {J} l’ensemble des densites de courant externe, est generatrice des fonctions de 
Green en interaction 


q M 


2 s n w [{J}] 

i n 5J n 


{J }=o 


(2.52) 


II est ainsi possible de tenir compte des fluctuations quantiques des champs dans 
les interactions. Cependant, leur nature quantique ne s’accommode pas du tout de leur 
definition locale, et les termes apparaissant dans ce developpement sont en general infinis. 
Pour rendre la theorie predictive il faut alors proceder a la renormalisation. 

Le processus de renormalisation consiste a ajouter un nombre fini de contre-termes, a 
un ordre donne, dans le lagrangien initial de maniere a annuler ces divergences. Ces contre- 
termes peuvent alors etre absorbes dans une redefinition des champs et des constantes 
de la theorie, celles-ci devenant alors des fonctions de l’echelle d’energie consideree. Les 
predictions de la theorie sont finalement assurees par la connaissance de ces fonctions dont 
les variations avec Tenergie sont comparees et verifiees par Texperience (voir figure 2.3). 
C’est ’t Hooft [185, 186, 187] qui a montre que les theories de jauge avec brisure de 
symetrie etaient renormalisables sous certaines conditions fixant de maniere unique la 
forme meme des termes d’interaction a celles que nous avons utilisees dans les sections 
precedentes. Le modele standard de la physique des particules ainsi construit decrit de 
maniere satisfaisante la physique sonde© dans les accelerateurs pour des energies allant 
jusqu’a la centaine de GeV. II laisse neanmoins certaines questions en suspens dont les 
tentatives de reponse suggerent que ce modele ne constitue qu’une theorie effective d’une 
theorie physique plus complete. 


2.4.2 L’unification 

La forme unifiee de l’interaction electrofaible du modele standard pose naturellement 
le probleme de Lunification des autres interactions. Pourquoi deux interactions seulement 
seraient la manifestation d’un meme phenomene ? Par la renormalisation des constantes de 
couplage, il est possible d’en calculer leur evolution avec l’echelle d’energie (cf. Fig. 2.3), et 
les mesures actuelles semblent montrer que ces constantes sont du meme ordre de grandeur 
lorsque les energies echangees sont de l’ordre de 10 15 GeV (cf. Fig. 2.4), suggerant que la 
chromodynamique devait egalement etre unifiee avec l’interaction electrofaible [149, 89]. 

Un probleme d’envergure reside egalement dans l’inclusion de la gravitation. Celle-ci 
peut egalement etre exprimee sous forme d’une theorie de jauge sous les transformations 
locales de coordonnees dont Taction s’ecrit [175] 

S g = J ^2 ( R ~ 2A ) d4x ’ ( 2 - 53 ) 

ou R est le scalaire de Ricci et g le determinant de la metrique. La constante de couplage 
k 2 etant dimensionnee, la gravitation d’Einstein n’est pas renormalisable, et done non pre¬ 
dictive apres quantification. Du point de vue theorique, ceci renforce l’idee selon laquelle 
le modele standard incluant la gravite cette fois-ci, n’est qu’une theorie effective a basse 
energie. Neanmoins, Techelle d’energie a laquelle les effets quantiques sont susceptibles 
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Fig. 2.3: Evolution de la constante de couplage de 1’interaction forte avec Lechelle d’en- 
ergie telle qu’elle est predite par renormalisation, comparee aux valeurs mesurees [288]. 
Sa decroissance avec l’energie est caracteristique de la liberte asymptotique de cette in¬ 
teraction. 


de modifier notablement la gravite est celle de Planck 17 , i.e. 10 19 GeV et done dans la 
pratique, largement au dela des echelles d’unification des autres interactions. La relativite 
generate est encore, a ces energies, une tres bonne description de la gravitation. 

2.4.3 Les parametres libres 

Bien que verifie au pourcent pres, le modele standard met en jeu 19 parametres in¬ 
dependants qui sont les constantes de couplage, les angles de melange et les masses (ou 
constantes de couplage au Higgs) des diverses particules, ce qui n’est pas completement 
satisfaisant du point de vue theorique. 

Le modele standard ne propose aucune explication relative a la quantification de la 
charge, i.e. au fait que les charges des quarks sont en e/3 exactement, e etant la charge de 
l’electron. Cette symetrie entre leptons et hadrons suggere egalement que ces parametres 
a priori independants pourraient etre relies dans une theorie plus generale. 

Le modele standard ne donne pas non plus d’explication au probleme de hierarchie 
des masses. La brisure de symetrie electrofaible donne une echelle d’energie naturelle a la 
theorie autour de 77 ~ 175 GeV. Bien que le quark top possede une masse de cet ordre, les 
autres particules s’etalent sur un spectre de masse bien plus large, ainsi, pour decrire des 
electrons de masse 511 KeV, il faut que leur constante de couplage soit extraordinairement 

17 £pi = y/Gh/c 3 est la seule longueur que Pon puisse construire a partir des ces trois constantes 
fondamentales. 
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Fig. 2.4: Evolution des constantes de couplage des trois interactions fondamentales avec 
l’echelle d’energie. aq est la constante associee a la symetrie d’hypercharge, i.e. aq = 
(5/3)a e /cos 2 (6> w ) et a 2 celle associee a SU(2), i.e. a 2 = a e / sin 2 (# w ) ou a e = e 2 /(47r). 
a 3 est la constante de couplage de l’interaction forte. Elies semblent s’unifier autour de 
10 15 GeV [239], 


faible, ce qui est encore une forme de fine tunning. 

Enfin, la renormalisation de la theorie introduit un nouveau parametre M qui est 
l’echelle d’energie consideree, et dont dependent les autres parametres du modele. Pour 
un champ scalaire, a 1’ordre d’une boucle, il est possible de montrer que les contre-termes 
ajoutes au lagrangien initial (nu) renormalisent sa masse en 

m 2 —» m 2 = m 2 + 0(M 2 ). (2.54) 

La masse physique observee est m alors que m 0 est le parametre fondamental de la theorie. 
Si la theorie dont on mesure les effets aujourd’hui est valable jusqu’a l’echelle de Planck, 
i.e. M ~ 10 19 GeV, alors pour observer un boson de Higgs de 115 GeV il faudrait que 
m 0 /M soit ajuste a 10 -17 pres dans la theorie fondamentale. 

2.4.4 L’energie du vide 

Le vide tel qu’il est interprets en theorie quantique des champs est sujet aux fluc¬ 
tuations quantiques des multiples champs en interactions. Bien que de valeurs moyennes 
nulles, celles-ci contribuent neanmoins a l’energie du vide telle qu’elle apparait dans la 
constante cosmologique des equations de Friedmann (1.15) si on suppose que les theories 
de physique des particules sont couplees a la gravitation, ne serait-ce que par les termes 
cinetiques 18 . Ainsi pour un champ scalaire libre de lagrangien (2.12), la densite d’energie 


18 Par exemple, pour le terme cinetique d’un champ scalaire on a 
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du champ dans l’etat de vide s’obtient a partir du tenseur energie-impulsion 


<o|r«|o> 



(5 At $) 2 + m 2< f> 2 


| 0 ). 


(2.55) 


Avec p le quadrivecteur impulsion du champ et apres quantihcation du champ scalaire 19 , 
il vient 

<0|T ' ,|0) = /(2W (l,?|2 + m2) - (2 ' 56) 

Dans le cas particulier d’un champ de masse nulle, et en integrant jusqu’a l’energie de 
Planck, toujours en supposant que le modele standard y est encore valable, 1'equation 
(2.56) se simplifie en 

<0|T “ |0) - (2 - 57) 

La densite critique actuelle est de l’ordre de lCV 29 g/cm 3 , soit dans les unites favorites 
1 meV 4 . La contribution d’un tel champ a l’energie du vide serait done de l’ordre de 
D vac — 10 124 , a comparer a la valeur actuelle Da 0 — 0.7 mesuree par l’expansion de 
l’univers. Ce terme ne pose pas de probleme s’il n’y a pas de couplage gravitationnel 
(G = 0) car il peut etre renormalise a zero, mais ce n’est plus le cas lorsque la gravite est 
consideree. 


2.5 Conclusion 

Le modele standard de physique des particules est une excellente description des inter¬ 
actions electrofaible et nucleaire forte au moins jusqu’a des energies de l’ordre de quelques 
centaines de GeV. Ses predictions verihees au pourcent pres constituent une base solide 
des mecanismes qu’il invoque, tel que la brisure de symetrie par le biais cl’un champ de 
Higgs. La decouverte de sa particule associee en sera certainement la meilleure confir¬ 
mation. Neanmoins, il laisse ouvert de nombreuses questions montrant qu’il n’est que la 
partie visible a nos echelles d’une theorie plus fondamentale. Le probleme est que l’en- 
ergie potentiellement accessible dans des accelerateurs humains n’atteindra jamais, dans 
un futur previsible, les echelles ou la physique semble etre radicalement differente. Cepen- 
dant, comme nous l’avons evoque au chapitre 1, ces energies ont deja ete atteintes dans 
l’histoire de l’univers du fait de l’expansion. Ainsi, l’etude de l’univers primordial a des 
echelles d’energies superieures a 10 3 GeV, i.e. un univers age de moins de 10 _11 s, permet 
de sonder les theories de physique des particules alors a l’ceuvre. Inversement, la descrip¬ 
tion quantique des champs est certainement celle qu’il convient d’utiliser dans l’univers 
primordial. La symbiose existant entre ces deux branches de la physique est effectivement 
fructueuse, et, comme nous le verrons dans les chapitres suivants, permet de donner des 
elements de reponse aux faiblesses des deux modeles standards, mais egalement de poser 
de nouvelles questions. 


19 Un calcul similaire sera detaille au chapitre 7. 
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3.1 Introduction 

Les modeles standard de cosmologie et de physique des particules decrivant correcte- 
ment la physique “a basse energie”, les quelques extensions evoquees dans cette section 
vont done concerner l’univers primordial, i.e des energies superieures a l’echelle de brisure 
electrofaible ou l’univers etait age de moins de lCr n s. Le role essentiel du champ de 
Higgs dans cette transition de phase est certainement un exemple de l’importance qu’ont 
pu avoir les champs scalaires a ces epoques. Ainsi, a l’approche hydrodynamique usuelle 
decrivant le contenu materiel de l’univers, est souvent preferee l’approche theorie des 
champs en espace-temps courbe. La dynamique de l’univers primordial est alors regie par 
les lois devolution d’un ou plusieurs champs quantiques. 

3.2 Les champs scalaires cosmologiques 

3.2.1 L’inflation 

L’idee qu’un champ scalaire ait pu dominer la dynamique de l’univers primordial est a 
l’origine du mecanisme d’inflation, i.e. une phase d’acceleration de l’expansion de l’univers, 
qui s’avere resoudre les problemes du modele de FLRW lies a l’existence d’un horizon 
des particules [166]. L’idee generale est que l’observation actuelle de regions causalement 
deconnectees du passe resulte de l’accroissement plus rapide de la distance a l’horizon par- 
rapport au facteur d’echelle, ce qui est directement la consequence du ralentissement de 
l’expansion dans l’ere de radiation et de matiere. Le plus simple de ces modeles invoque le 
lagrangien (2.12) d’un champ scalaire $ dans un potentiel R($) en espace-temps courbe 


= \g^<s>df<$ - v(<t), 


(3.1) 


dont revolution s’obtient a partir de l’equation de Klein-Gordon 



(3.2) 


avec g le determinant de la metrique. Pour une metrique de FLRW (1.6) et un champ 
scalaire homogene, il vient 


<F + 3 LT<i> + — = 0. 


(3.3) 


d4 


La densite d’energie et la pression associees a ce champ peuvent s’obtenir a partir de son 
tenseur energie-impulsion 



(3.4) 


Par identification de (3.4) avec le tenseur energie-impulsion (1.10) d’un fluide parfait, 
l’equation (3.1) donne 


ft - l* 2 + v(®), 
= i« 2 -r(t). 


/: 


(3.5) 

(3.6) 
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La dynamique de 1’univers est donnee par les equations de Friedmann (1.15) et (1.16) qui 
deviennent 


H 2 
H 


K 

y 





(3.7) 

(3.8) 


ou les termes de courbure et de constante cosmologique ont ete negliges 1 puisque Ton 
s’interesse a l’univers primordial (cf. Sect. 1.3.1). Dans le regime dit de “roulement lent” 
oil l’energie cinetique du champ scalaire reste negligeable devant son energie potentielle, 
i.e. 

-$ 2 <!/($) et <h <C 3H&, (3.9) 

il vient 

p<t> ^ -P<t> ^ V($), (3.10) 

et la dynamique de l’univers s’apparente alors a celle conduite par un terme de constante 
cosmologique pure P\ = —p\ [voir Eq. (1.24)]. Les equations de Friedmann (3.7) et (3.8) 
se simplifient en 

k 2 

H 2 ~ — H($), \H\ < H 2 , (.3.11) 

o 

et l’expansion de l’univers est acceleree garantissant la phase d’inflation 


H' = ad = a?(H + H‘\ > 0. 


(3.12) 


A partir des Eqs. (3.3) et (3.9), les potentiels satisfaisant les conditions de roulement lent 
doivent verifier 

2 

-C 6k 2 . (3.13) 

La presence d’une telle periocle inflationnaire permet de resoudre le probleme de l’hori- 
zon. Au premier ordre, d’apres (3.11), le parametre de Hubble est constant donnant lieu 
a une croissance exponentielle du facteur d’echelle 


1 dH 
Hd¥ 


a oce 


-.Ht 


(3.14) 


Pendant cette periode, la distance a l’horizon des particules (1.53) se reduit a 

= 4e"‘ (1 - e-" 1 ) ~ 4e“, 


(3.15) 


pourvu cjue Ht soit suffisamment grand, ce qui sera verifie a posteriori. Ainsi, le rapport 
des distances a l’horizon entre le debut d’une phase inflationnaire a L et sa fin a if vaut 


^H(if) = ^HAt 

d H (h) 


(3.16) 


1 La constante cosmologique peut neanmoins 6tre consideree comme un terme constant du potentiel 

F(4>). 
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avec At = tf — La distance a l’horizon au temps de Planck est d’apres (1.52) <7 h p1 = 
Q-pi^pi, alors que la distance propre actuelle au mur de Planck est dpi(?? 0 ) = a 0 ( rj 0 — ? 7 pi), 
qui ramenee au temps de Planck devient dpi(?7pi) = api ( r ] 0 — 77pi). Comme pour la surface 
de derniere diffusion, cette derniere est de plusieurs ordres de grandeur plus grande que 
l’liorizon a cette epoque. Le probleme de l’liorizon est done resolu par l’inflation si 

^Hpi inf = e f/A, 'd Hpi > dpi(r]pi), 

ou encore pour une phase inflationnaire telle que 

e HAt > Vo ~ VPl _ 1Q 29_ 
rjpi 

Un tel facteur d’expansion est obtenue pour HAt ~ 67 et verifie done Fhypothese (3.15). 
Physiquement, la phase inflationnaire gonfle rapidement une region causale au temps de 
Planck de sorte qu’elle englobe aujourd’hui tout l’univers observable. 

L’inflation resout aussi naturellement le probleme de la platitude, en elfet Fequation 
(1.49) devolution du parametre de densite devient 

Q tot = -2HV tot (fitot - 1), (3.19) 


(3.17) 

(3.18) 


qui s’integre en 

^tot(^f) ~ 1 _ ^tot(b) ~ 1 -2HAt lo 9Q\ 

fitot(tf) “ ntot(ti) ' J 

Ainsi, pour un taux d’expansion de HAt ~ 67, le parametre de densite se retrouve 10 60 
fois plus proche de l’unite qu’il ne l’etait avant la phase d’inflation, ce qui compense 
l’instabilite de fl to t = 1 par revolution ulterieure du facteur d’echelle (cf. chapitre 1.3.1). 

Enfin, l’inflation resout egalement le probleme de la formation des grandes struc¬ 
tures. Comme presente dans la section 1.3.3, les equations (1.61) et (1.62) montrent que 
les longueurs cl’onde A 0 caracteristiques des structures gravitationnelles actuellement ob- 
servees se retrouvent toujours, dans le modele standard, en dehors de l’horizon initiale- 
ment, ce qui pose le probleme de leur origine physique. Par Finflation, la distance a l’hori- 
zon etant exponentiellement dilatee selon (3.15), les fluctuations originelles de longueur 
d’onde A, donnee par (1.61), se retrouvent initialement a des echelles subhorizons [218]. 
L’inflation autorise ainsi Fexistence de mecanismes physiques causals leurs donnant nais- 
sance 2 . 

Bien que tres attrayant, le mecanisme d’inflation laisse indetermine la nature du champ 
scalaire dominant la dynamique, “Finflaton”. De nombreux modeles ont ete developpes 
permettant de le resituer dans un cadre plus large [284, 233, 220, 232], En particulier, les 
transitions de phase peuvent etre utilisees pour lui donner naissance [166, 167, 234], la 
brisure de symetrie permettant de changer la configuration du champ de Higgs de $ = 0 
a = 77 (voir chap. 2 ), et sous certaines conditions d’obtenir un regime de roulement 
lent. Ces modeles permettent alors de prevoir le devenir de Finflaton lorsque celui-ci 
atteint son nouvel etat d’equilibre 3 , afin de mieux contraindre les classes de modeles 
admissibles [10, 1, 117, 218]. 

2 Les fluctuations quantiques du champ $ sont generalement considerees comme la source de ces 
fluctuations primordiales. 

3 I1 doit osciller autour de son etat d’equilibre creant ainsi des particules, on parle alors de reheating 
pour designer l’accroissement d”entropie qui s’ensuit. 
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3.2.2 La quintessence 

Comme cela a ete evoque au chapitre 2 , le modele standard de physique des particules 
prevoit une contribution gigantesque des champs quantiques a l’energie du vide qui n’est 
absolument pas observe en cosmologie. Ce probleme [354] est le resultat de Fimpossibilite 
de redefinir arbitrairement le vide lorsque Ton considere la gravite, et dont la cause peut 
etre vue comme due a notre ignorance de la theorie quantique de la gravitation. Si elle 
existe, les equations d’Einstein (1.13) peuvent en effet se reecrire sous la forme 


G 


fils 



-A-nue 




(3.21) 


II est clair que, comme on Fa fait dans la section 2.4.4, considerer une valeur moyenne dans 
le vide pour Foperateur tenseur energie-impulsion (0|T Mi/ |0), revient a bien definir la valeur 
moyenne de Foperateur G ce que l’on ne sait actuellement pas faire. Neanmoins, il est 
toujours possible de considerer que les champs classiques bosoniques en jeu dans les deux 
membres de (3.21) represented la valeur moyenne des excitations de ces hypothetiques 
champs quantiques bien definis cl’une theorie plus vaste, et Fon a ici note A nue le terme 
de constante cosmologique ainsi obtenu. II est raisonnable d’imaginer qu’une symetrie de 
cette theorie puisse induire une compensation exacte telle que 

k 2 (0|T^|0) = AnueSVtt/, (3.22) 


annulant ainsi le terme d’energie du vide (2.57) dans la dynamique cosmologique [363]. 
L’echelle naturelle de A nue serait alors de l’ordre la masse de Planck, ce qui semble com¬ 
patible avec le domaine de predominance de la gravite quantique. 

Le probleme est alors d’expliquer pourquoi la constante cosmologique effective actuelle¬ 
ment observee (F2 a q ~ 0.7) n’est pas rigoureusement nulle, sans introduire un fine tunning 
entre les deux termes de l’equation (3.22) puisqu’alors la difference entre les deux termes 
serait ajustee a 10 ~ 124 pres. Les modeles de quintessence proposed que l’effet observe 
actuellement soit du a un autre champ scalaire cosmologique induisant une acceleration 
de Funivers, la compensation dans (3.22) etant par ailleurs supposee exacte [351, 359]. 

Un tel champ scalaire peut egalement etre decrit par (3.1) avec cette fois un potentiel 
de la forme [274, 294] 


U($) 


M A+a 

<3>a ’ 


(3.23) 


ou M et a sont des parametres libres. De tels potentiels permettent Fexistence d’un at- 
tracteur pour Involution cosmologique du champ scalaire. II est possible de montrer [37] 
que independamment des conditions initiales, la densite d’energie du champ de quintessence 
(3.5) evolue en 

3ct(l + m) 

oc a 2 +“ . (3.24) 


Elle decroit plus lentement que celle associee a la matiere et la radiation pourvu que 
a > 0 [voir Eq. (1.43)], et done il existe un moment, apres la phase dominee par la 
matiere, ou l’energie du champ va dominer Funivers, et cFapres les equations (3.10), agir 
comme un terme de constante cosmologique dans Fapproximation du roulement lent. Une 
fois fixe p 0 o tel que ~ 0.7, la predominance uniquement recente du champ scalaire sur 
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la matiere est egalement verifiee, comme c’etait le cas pour une constante cosmologique 
pure [voir Eq. (1.50)]. D’autres parts l’insensibilite aux conditions initiales est assuree par 
le fait qu’il existe un attracteur, et fixe les parametres du modele a des echelles d’energie 
raisonnables, M ~ 10 6 GeV lorsque a = 6 par exemple, rendant le modele acceptable du 
point de vue de la physique des hautes energies. 

La quintessence resout done le deuxieme probleme de fine tunning de la constante cos¬ 
mologique, elle est de plus predictive puisque la domination actuelle du champ scalaire en 
question donne une equation d’etat differente de celle d’une constante cosmologique pure. 
D’apres les equations (3.5) et (3.6), lorsque le champ entre dans le regime de roulement 
lent 

(3 - 25) 

La mesure du parametre w, prevue dans les annees a venir, de L equation d’etat du fluide 
cosmologique qui domine maintenant, permettra de tester les modeles de quintessence [160]. 

Comme dans le cas de l’inflation, l’origine du champ de quintessence est indeterminee. 
II est possible de montrer que le potentiel (3.23) mene a une valeur physique du champ 
actuelle $ ~ M P1 suggerant un lien avec des theories quantiques de gravite. L’existence 
physique de ces champs scalaires cosmologiques est egalement motivee par les extensions 
du modeles standard de physique des particules, et principalement par la supersymetrie. 

3.2.3 La supersymetrie 

Les representations du groupe de Poincare sont realisees dans la Nature par les fermions 
et des bosons. Cependant, le modele standard de physique des particules SU(3) x 577(2) x 
17(1) introduit une dissymetrie entre ces deux families : les fermions constituent essen- 
tiellement la matiere alors que les bosons 4 n’apparaissent que comme vecteurs de leurs 
interactions. La supersymetrie introduit une nouvelle symetrie entre fermions et bosons, 
qui de ce fait doit s’inserer dans le groupe de Poincare. II est possible de montrer qu’une 
telle symetrie est unique, et ne peut etre generee que par des operateurs Q r de type 
fermionique 5 verifiant les relations d’anticommutations [358, 311] 


{Qr,Q s } 

= 2 

(3.26) 

iQr.P^} 

= o, 

(3.27) 

[Qr, M^] 

= i<r%Qs, 

(3.28) 


ou les Q s sont des operateurs de spin 1/2 sous les transformations de Lorentz de chiralite 
choisie, autrement dit des spineurs de Majorana. Le choix de l’anticommutateur est impose 

4 A part le champ de Higgs. 

5 Le theoreme de Coleman-Mandula [92] prouve en effet que toute algebre de Lie additionnelle au groupe 
de Poincare en est necessairement disjointe, i.e. que ses generateurs commutent avec les generateurs des 
translations P M et des transformations de Lorentz . Ceci n’est plus valable dans le cas d’une algebre 
de Lie graduee [156], dont les generateurs verifient des relations d’anticommutations. Une symetrie generee 
par des operateurs fermioniques peut done s’inserer dans le groupe de Poincare. II est possible de montrer 
que la seule theorie non triviale ne peut mettre en jeu que des generateurs de spin 1/2, rendant en ce 
sens la supersymetrie unique [168]. 
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par le theoreme de Coleman-Mandula [92] et les autres relations de commutations sont 
fixees par les conditions de covariance et de fermeture de l’algebre ainsi generee. est 
le generateur des transformations de Lorentz M IW dans la representation de spin 1/2 

^ = \{r,Y]- (3.29) 

La realisation d’une telle symetrie impose qu’a tout fermion |f) soit associe un boson 
de meme masse |b). La relation de commutation (3.27) donne en elfet 

m 2 h \b) = P^P,Q S |f) = Q s P> J P tl \f) = m 2 |b). (3.30) 

Le fermion et son boson associe peuvent etre vus comme des partenaires supersymetriques 
d’un meme objet, un supermultiplet. Dans le cas d’un champ scalaire et d’un spineur, on 
parle de supermultiplet chiral dont le lagrangien le plus simple doit etre invariant sous les 
transformations globales de supersymetrie 5^ : les generateurs Q etant spinoriels, il en est 
de meme pour les parametres inhnitesimaux £ de ces transformations. Le supermultiplet 
chiral se transforme en [24] 



= iYd^A + rfB)^ 

(3.31) 

d^A 

= & 

(3.32) 

S^B 

= if 7 5 ^, 

(3.33) 


ou les champs A et B sont les parties reelles et imaginaires du champ scalaire complexe 
$. On peut alors verifier que le lagrangien de Wess-Zumino [358] 

£ wz = d^cFA* + (3.34) 

est effectivement invariant sous les transformations (3.31) a (3.33), sur couche de masse, 
i.e. lorsque les champs verihent leurs equations du mouvement. Une telle symetrie id est pas 
observee a nos echelles d’energie. Par consequent, si elle existe, elle a necessairement ete 
brisee dans l’univers primordial. L’existence de la supersymetrie est neanmoins suggeree 
par certaines de ses consequences. 

La symetrie fermions bosons generee par la supersymetrie resout le probleme des cor¬ 
rections radiatives evociuees au chapitre 2. Le developpement perturbatif de la fonction- 
nelle generatrice des fonctions de Green (2.51) comprend alors autant de termes invoc[uant 
des fermions que des bosons, leur contribution etant de signe opposee, les divergences 
eventuelles tendent ainsi a se compenser. Les theories supersymetriques sont done plus 
facilement renormalisables, quand elles ne sont pas simplement hnies. Ces compensations 
ont egalement la particularite d’annuler l’energie du vide quantique (2.56). Bien sur, la 
brisure de supersymetrie restaure ce probleme, mais a une echelle d’energie tres inferieure 
a celle de Planck 6 . 

Une autre prediction attrayante de l’existence de la supersymetrie concerne les theories 
d’unification des interactions [268]. Dans la section 2.4.2, on a vu que la variation des 
constantes de couplage avec l’echelle d’energie tend a indiquer leur unification autour 

e Le fine tunning passe de 124 ordres de grandeur a 60. 
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Fig. 3.1: Evolution des constantes de couplage des trois interactions fondamentales avec 
l’echelle d’energie, dans le cadre des theories de grande unification supersymetriques [239]. 
Les parametres a* sont les constantes de couplage associees aux trois interactions tels qu’ils 
sont definis sur la figure 2.4. 


de 10 15 GeV. Les theories de grande unification 7 essaient de trouver des groupes de jauge 
redonnant ceux du modele standard apres brisure d’une symetrie plus vaste [comme SU( 5) 
ou S'O(IO)] par le mecanisme de Higgs. L’adjonction de la supersymetrie dans ces theories 
donne une meilleure unification des constantes de couplages suggerant sa restauration a 
haute energie (cf. Figs. 2.4 et 3.1). 

Enfin il est possible de construire une theorie invariante sous les transformations lo¬ 
cales de supersymetrie. Les relations de commutations (3.26) a (3.28) mettant en jeu 
les generateurs du groupe de Poincare, l’invariance sous les transformations locales de 
coordonnees sera done naturellement assuree, d’ou sa denomination de supergravite. A 
partir du lagrangien de Wess-Zumino (3.34), il est possible de montrer [24, 141, 267] que 
la theorie correspondante invariante sous S^( x ) introduit alors la relativite generale ainsi 
qu’un fermion de spin 3/2 interprets comme le partenaire supersymetrique du graviton. 

%x)£wz = 0 =► C wz = ^ R + I £ /^^ m7 5 7 ^ p vI/ ct , (3.35) 

avec R le scalaire de Ricci, et 4 // ' le champ fermionique de spin 3/2 decrit par Faction de 
Rarita-Schwinger [293]. La supergravite, en plus de donner un cadre unifie a toutes les 
interactions, offre des mecanismes de brisure de supersymetrie dans des secteurs caches, 
i.e. pour des champs couples aux particules usuelles uniquement par la gravitation. Ces 
brisures douces 8 aboutissent a une separation de la masse des scalaires et fermions a 

7 GUT ou Grand Unified Theory. 

8 Soft supersymmetry breaking. 
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basse energie compatible avec l’absence d’observations [99, 268, 26], et potentiellement 
detectable. Par exemple, pour une echelle d’energie de brisure de supersymetrie de l’or- 
dre de 10 10 GeV, le gravitino aurait une masse de 100 GeV [24], Du point de vue cos- 
mologique, les potentiels de supergravite permettent de donner un cadre plus rigoureux a 
la quintessence. II est en effet possible de montrer que les potentiels en exponentielle 

K(<f>) oc e _a *, (3.36) 

naturellement presents en supergravite, menent a des solutions attractives compatibles 
avec les observations [55, 56], tout en resolvant le probleme des corrections dues a la 
gravitation (cf. Sect. 3.2.2). 

La supersymetrie donne done un cadre theorique motivant l’existence de champs 
scalaires dans l’univers primordial. De plus toutes ces theories mettent en jeu des me- 
canismes de brisure de symetrie, faisant egalement intervenir d’autres champs scalaires, 
permettant de retrouver le comportement du modele standard a basse energie. La physique 
des particules actuelle donne done la vision d’un univers primordial a la dynamique regie 
par revolution d’un ou plusieurs de ces champs et ponctuee de brisures de symetrie. 
Cependant, les brisures spoiltanees de symetrie ne sont pas sans consequences du point 
de vue cosmologique. T. Kibble a en effet montre dans les annees 1970 [210, 211] qu’elles 
pouvaient conduire a l’apparition de defauts topologiques du vide, e’est a dire des regions 
de l’espace dans lesquelles les champs restent pieges dans leur ancien etat de vide. L’en- 
ergie contenue dans ces objets dependant explicitement de l’echelle d’energie de la brisure 
de symetrie, et pouvant etre assez elevee, leur existence peut effectivement modifier les 
proprietes de l’univers. 


3.3 Les defauts topologiques 

La transition de phase survenant lors de la brisure de symetrie par mecanisme de Higgs 
(cf. Sect. 2.3) s’insere dans le cadre cosmologique lorsque Ton considere les effets de la tem¬ 
perature. Aux echelles d’energie du modele standard, l’etat fondamental permettant de 
definir la fonctionnelle generatrice des fonctions de Green (2.51) est le vide a temperature 
nulle (cf. Sect. 2.4.1). Cette approximation n’est cependant plus valable dans l’univers 
primordial puisque les interactions entre les divers champs s’effectuent dans un bain ther- 
mique de temperature 0 non nulle, et les fonctions de Green libres (2.50) doivent etre 
redefinies sur un ensemble complet d’etats |D) qui sont supposes appartenir a 1’ensemble 
grand canonique : 

<4° \f[F 1 ...F n ]\n), (3.37) 

n 

ou [3 = 1/0. II est possible de montrer que le formalisme de renormalisation, utilise a 
temperature nulle pour calculer les corrections radiatives, s’applique egalement au calcul 
des corrections due au bain thermique [251, 244, 4, 53] pourvu que la variable temporelle 
soit bornee sur l’intervalle [0, —i/3\. 

Ainsi, dans le cadre du modele de Higgs abelien, il est possible de tenir compte des 
corrections au potentiel du champ scalaire (2.32) a la temperature 0. Le potentiel effectif 
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a une boucle s’ecrit alors [353, 116, 214] 

14* (4>, 0) = ^|4>| 4 + 4 (02 _ 6„ 2 ) |*|2 + r,\ (3.38) 


Pour des temperatures 

0 > @ c = VEr}, (3-39) 

ce potentiel ne possede qu’un minimum a |$| = 0. Lorsque la temperature devient in- 
ferieure a cette valeur critique, on se retrouve dans une situation de brisure spontanee de 
symetrie ou Pet at fondamental devient degenere |$| = rj (voir Fig. 2.1). Inversement, les 
symetries brisees des modeles de physique des particules sont done restaurees dans l’u- 
nivers primordial pourvu que la temperature y soit suffisamment elevee. En consequence, 
lors de son refroidissement, l’univers est le siege de multiples transitions de phase ou Let at 
d’energie du vide change de maniere plus ou moins rapide selon la nature de la transition 9 . 

Toujours pour le modele de Higgs abelien, lorsque la temperature de l’univers passe 
en dessous de 0 C , le champ “tombe” en chaque point de l’espace physique dans son nouvel 
etat de valeur moyenne 

$ 0 = r]e ia . (3.40) 

La phase complexe etant a priori quelconque 10 , sur des distances physiques plus grandes 
que la longueur de correlation £ c de la transition de phase, celle-ci va etre une fonc- 
tion continue de la position a(x). L’existence d’une longueur de correlation est assuree 
par l’existence d’une distance finie a l’liorizon a cette epoque. En pratique, un ordre 
de grandeur de 4 est plutot donne par la microphysique a l’ceuvre lors de la transition 
et peut etre relie a l’echelle de distance des fluctuations thermiques [210]. Une fois les 
phases determinees par la transition, on peut chercher un contour ferme le long duquel 
a ( x ) varie continument de 0 a un multiple entier de 2n. Si une telle configuration existe, 
cela implique necessairement, par continuite, l’existence d’un point a l’interieur de cette 
boucle ou la phase a ne peut etre correctement definie. Le seul etat du champ de Higgs 
autorisant cette phase singuliere est <F 0 = 0, soit Let at de vide avant la transition. Par 
translation dans les dimensions transverses a la boucle, il se forme done une structure 
lineique ou le champ de Higgs est nul et appelee corde de Kibble ou corde cosmiciue (voir 
Fig. 3.2). Plus intuitivement, l’ensemble des choix de phases possibles en chaque point de 
l’espace survenant lors de la transition va generer des configurations telles qu’en certains 
points singuliers l’ancien vide ne peut choisir son nouvel etat, et une fois les fluctuations 
de temperature suffisamment faibles pour ne plus modifier la configuration des phases * 11 , 
cet etat se retrouve gele en une corde cosmique. 

9 Dans les transitions de phase du premier ordre, l’etat fondamental non degenere doit traverser une 
barriere de potentiel pour rejoindre le nouvel etat d’energie inferieure, pouvant considerablement ralentir 
la cinetique de la transition. 

10 On la repesente sous la forme d’une variable aleatoire. 

11 C’est-a-dire pour des temperatures inferieures a la temperature de Ginzburg 0g pour laquelle les 
fluctuations du champs sont du mdme ordre de grandeur que sa valeur moyenne. Pour une transition de 
phase du premier ordre, on a Og — (1 — A)0 C [153, 215]. 
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Fig. 3.2: Le potentiel de Higgs du modele f/(l) abelien dans le plan complexe 
[3? (<f>), 9 ($)] et la topologie des phases du nouvel etat de vide, dans l’espace physique, 
menant a la formation d’une corde cosmique. 
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3.3.1 Cordes de Nielsen-Olesen 

A partir clu lagrangien du modele de Higgs abelien (2.29), des solutions de type cordes 
cosmiques peuvent etre trouvees en se restreignant a des solutions statiques a symetrie 
cylindrique, et il est toujours possible d’ecrire localement les champs de Higgs et de jauge 
sous la forme [3, 264] 

<D = ip{r)e inQ , B M = Bg^e, (3.41) 

avec (p et Be des champs scalaires reels dans le plan polaire (r, 6 ). Les equations du 
mouvement verihees par le champ de Higgs et le champ de jauge se simplifient alors en 


d 2 H 1 d H 

dg 2 g d^> 

d 2 Q 1 d Q 

dg 2 q d^ 


H -t + W -1). 


mz 


mi 


H 2 Q , 


(3.42) 

(3.43) 


avec mb = gg et wih = n/At? les masses du boson vectoriel et du boson de Higgs, et les 
variables adimensionnees 

H——, Q=n + gB e et g — m^r. (3.44) 

V 

La solution de ces equations est representee sur la figure 3.3 pour un nombre d’enroulement 
n — 1. Le champ de Higgs s’annule au centre du vortex pour rejoindre sa valeur moyenne 
rj dans le vide loin de la corde, alors que le champ vectoriel se condense sur la corde ou 
la symetrie n’est pas brisee [6, 23, 282, 303]. La largeur physique de la corde est donnee 
par l’echelle de distance sur laquelle varie le champ de Higgs, et celle-ci est de l’ordre de 
sa longueur d’onde Compton (cf. Fig 3.3) 


0 C ~ l/m h . 


(3.45) 


L’energie contenue dans cette configuration de corde peut etre explicitement calculee a 
partir de ces solutions de champs et des equations (2.29) et (3.4). Par symetrie cylindrique, 
seules les composantes temporelles et axiales sont non nulles apres integration sur les 
variables transverses [279], il vient alors 


T“ = -T“ = = \ + VM + 

2 2 r z 


2/02 


1 (d r QY 

2 g 2 r 2 


(3.46) 


soit, en fonction des variables adimensionnees 


rj~:tt _ 


At ? 4 


(d e H) 2 + 


Q 2 H 2 (H 2 — l) 2 , 1 (d e Q) 


+ 


+ 


W Q 2 


(3.47) 


L’energie par unite de longueur U s’obtient ensuite par integration sur les variables trans¬ 
verses 

U = C(Xg 2 ) rf, ( 3 . 48 ) 
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Fig. 3.3: Les solutions de cordes statiques, a symetrie cylindrique, aux equations de 
champs deduites du lagrangien de Higgs abelien (2.29). Le champ de Higgs H s’annule 
au centre du vortex et rejoint son etat de vide usuel sur des distances de l’ordre de l/mt, 
alors que les bosons de jauge se condensent sur la corde. 


avec C une fonction des constantes de couplage de l’ordre de l’unite [341]. La densite 
d’energie d’une corde cosmique est done directement donnee par l’echelle d’energie de la 
brisure de symetrie. Ainsi, des cordes de grande unification formees a 10 15 GeV ont une 
masse lineique voisine de 10 15 tonnes par cm et un diametre 1CT 22 fois plus petit que 
celui de l’atome d’hydrogene. Pour des echelles d’energie autour de 10 TeV, la densite 
d’energie est proche du gramme par centimetre pour des rayons dix million de fois plus 
petits que l’atome d’hydrogene. Dans la vision hydrodynamique, par analogie avec (1.10), 
— T zz represente la tension de la corde T. D’apres l’equation (3.46) les cordes cosmiques 
basees sur le modele de Higgs abelien verifient done 12 

U — T ~ r/ 2 . (3.49) 

La brisure de la symetrie U(l) par le mecanisme de Higgs donne ainsi naissance a des 
defauts dans la configuration spatiale du vide. Comme evoque au paragraphe precedent, 
la stability de ces objets est intimement liee a la topologie du vide apres la transition de 
phase. D’une maniere plus generate, il est possible d’utiliser une approche mathematique 
basee sur les groupes d’homotopie du vide pour statuer sur leur nature et existence apres 
une brisure de symetrie. 


12 I1 s’agit de corde de Goto-Nambu dans la limite d’epaisseur nulle [161, 261]. 
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3.3.2 Topologie du vide 

De maniere generate, lors d’une transition de phase par brisure de symetrie, l’etat 
d’energie minimale passe d’une invariance sous les transformations d’un groupe de Lie 
compact G, a un sous groupe H. La brisure de symetrie est generalement notee G —> H. 
Avec les notations utilisees dans la section precedente, l’etat de vide brisant la symetrie 
est defini par 

= (0|4>|0), (3.50) 

et le sous groupe non brise 

H = {h G G/n{h )$ 0 = $ 0 }, (3.51) 

ou 7 Z(h) sont les matrices de la representation du groupe de symetrie G dans l’espace 

vectoriel ou evolue le champ <h. Le vide obtenu peut alors etre represente par une variete 
V definie par 

V = {^ v /^ v = TZ(v)^ 0 ;veG\H}, (3.52) 

i.e. l’ensemble des etats obtenus a partir cl’un etat de vide brise 4^ par les transformations 
ne le laissant pas invariant. Autrenrent dit, chaque element $ v represente le sous ensemble 
vH du groupe G. La variete V represente done l’ensemble des ensemble vH tel que v G 
G\H , i.e. le groupe quotient de H dans G 

V ~ G/H. (3.53) 

Reciproquenrent, G/H contient par definition l’ensemble des elements de la forme gH , et 
ceux-ci ne sont trivialement pas identique a H que si g E G\H, e’est a dire V. 

La structure du vide peut done etre decrite par la topologie du groupe quotient GjH. 
En particulier, l’existence de cordes de Kibble est directement reliee a l’impossibilite de 
reduire un chemin ferme a un point, ce qui doit apparaitre necessairement dans la structure 
de V. Intuitivement, dans le cas de la symetrie 17(1), si Lon represente V dans le plan 
complexe comme une surface de M 2 , de telles boucles ne peuvent exister que si la surface 
possede un trou. Du point de vue mathematique, il est commode d’introduire les groupes 
d’homotopie pour decrire les proprietes de tels espaces. Un chemin ferme existant dans la 
variete V et passant par un point 13 x peut etre decrit par une application continue c(u) 
dans V et definie sur [0,1] telle que 


c(0) = c(l) = x. (3.54) 

Deux chemins fermes c(u) et d(u) passant par x sont dit homotopes si et seulement si il 
existe une application h(u, v ) definie sur [0,1] x [0,1] permettant de passer continument 
de c a d, i.e. 

h(u, 0) = c(u), 
h(u, 1) = d(u), 

le point x restant fixe, 

h(0 , v) = h{ 1, v) = x. 

13 Dans toute la suite la variete et sa correspondance dans l’espace euclidien de reference seront identifies. 


(3.55) 

(3.56) 
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Afin de construire une structure de groupe, il est plus judicieux de considerer la classe 
d’equivalence associee a un chemin ferine par la relation d’homotopie. On adoptera ici la 
convention usuelle dans laquelle [c] designe l’ensemble de tous les chemins passant par x 
et homotopes a c{u). Une loi de composition peut etre definie en passant d’un chemin a 
l’autre. Par definition f = c* d e st le chemin tel que 


/(«) 


c(2u) 

Vu G 

°'5 

d(2u - 1) 

Vu G 

V 


(3.57) 


L’ensemble des classes d’equivalence {[c]} munie de la loi de composition o definie par 


[ c ] o [d\ = [ c *d\ = [/], 


(3.58) 


est un groupe appele premier groupe d’homotopie, ou groupe fondamental de V. Si la 
variete V est connexe par arc, ce groupe ne depend pas pas du point 14 x, et il est alors 
note 71"! (V). Si toutes les boucles de V peuvent etre continument reduites a un point, le 
premier groupe d’homotopie se reduit a l’identite 7Ti ~ /. Inversement, dans le cas de la 
brisure de la symetrie 17(1), il y aura autant d’elements dans 7Ti que de families de boucles 
homotopes, i.e. de nombre de tours differents autour d’un trou. Le groupe fondamental 
est done isomorphe au groupe ~ Z des entiers relatifs qui s’identifient aux nombres des 
enroulements possibles du champ de Higgs autour de la corde. On voit par cet exemple 
comment le groupe d’homotopie permet de classer les differents type de cordes 15 pouvant 
se former lors de la brisure G —> H. 

De la merne maniere, il est possible de definir le n-ieme groupe d’homotopie de V en 
remplagant les chemins fermes par des n-surfaces. Dans cette nomenclature, 7r 0 compte le 
nombre de parties connexes disjointes et 7 t 2 les differentes surfaces homotopes enveloppant 
les points de la variete. Par analogie avec la formation de cordes cosmiques, une brisure 
de symetrie donnant lieu a un vide V tel que 7r 0 (V) r * j I conduit a l’apparition de murs de 
domaine. Une telle transition de phase est obtenue par le lagrangien (2.29) avec cette fois 
un champ scalaire reel $, et clone pour G ~ {—1,1} et H ~ I. Le potentiel correspondant 
est alors la section reelle du potentiel de Higgs abelien (cf. Fig. 3.2) et le champ de Higgs 
prend cette fois un signe arbitraire apres la brisure de symetrie. Le mur de domaine est la 
surface 16 sur laquelle <f> = 0 separant la region ou <f> = r] de celle ou $ = —r). La solution 
de champ equivalente a la figure 3.3 peut etre calcule analytiquement [341] : 


$(r) = ? 7 tanh ^-\/A, 


(3.59) 


14 Plus rigoureusement les groupes d’homotopie sont isomorphes. 

15 Ce n’est rigoureusement vrai que pour 7Ti abelien, dans le cas contraire deux elements differents de 7Ti 
peuvent representer la merne structure de vide. Dans ce cas on se sert des classes de conjugaison definies 
sur la relation d’homotopie libre : deux chemins c et d sont homotopiquement libres si il existe un chemin 
/ tel que f~ 1 cf soit homotope a d. 

16 La formation d’une telle surface est tout a fait analogue aux surfaces d’aimantation nulle dans les 
materiaux ferromagnetiques separant les domaines de Weiss. 
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qui s’annule eii r = 0 et tend vers ±77 a l’infini. De la meme maniere, la non triviality de 
7 r 2 conduit a l’apparition de monopoles lors d’une transition de phase, i.e. des points de 
l’espace ou le champ de Higgs s’annule. 

La formation de defauts topologiques survenant lors d’une transition de phase est clone 
conditionnee par la nature des groupes de Lie brises. Signalons deux theoremes concernant 
les groupes d’homotopie [258, 364] qui s’averent utiles pour leur determination. Si G verifie 
7 r n (G) ~ 7r n _i(G) ~ / alors 

ir n (G/H) ~7r n _!(^). (3.60) 

Dans le cas des cordes cosmiques, si G est simplement connexe, alors tti(G/H) ~ 7 r o(H) 
et l’etude de la topologie du vide se reduit au denombrement des parties disjointes du 
sous groupe H. Enfin, dans le cas ou le vide s’exprime comme le produit de groupes de 
Lie Q = Q 1 x Q 2 , son premier groupe d’homotopie verifie 

Ki(Q) ~ 7T! (Qi) © 7T! (Q 2 ) . (3.61) 

Selon ces criteres, il est interessant de noter que la brisure de symetrie electrofaible 
517(2) x 17(1) —> 17(1) ne forme pas de defaut topologique stables, Hi [517(2)] ~ I. II 
est neanmoins possible de former des defauts semi-topologiques dont la stability depend 
de la dynamique des champs [337, 338]. Dans le cas du modele standard electrofaible, les 
valeurs des parametres, comme la masse des bosons de jauge, sont tels que ces configura¬ 
tions sont instables [179, 5]. 

3.3.3 Effets gravitationnels 

Malgre leur tres grande densite d’energie, la structure lineique des cordes cosmiques ne 
genere que des effets gravitationnels moderes. Dans la limite newtonienne des equations 
d’Einstein (1.13), le potentiel gravitationnel verifie 

VV grav = 47 r£Tr(TH, (3.62) 

et pour une corde, les termes d’energie par unite de longueur U et de tension T s’annulant 
dans le membre de droite, il n’y a pas d’effet gravitationnel statique. Les effets gravita¬ 
tionnels dominants sont directement donnes par la geometrie de l’espace-temps autour 
de la corde. Celle-ci peut etre calculee approximativement en supposant la corde infini- 
ment fine et le champ de gravitation genere suffisamment faible pour pouvoir lineariser 
les equations d’Einstein (1.13). Pour une corde statique et a symetrie cylindrique, il vient 
la metrique [345] 

d s 2 = dt 2 - dz 2 - dr 2 - r 2 dd 2 , (3.63) 

avec 

6 e [0, 2 tt - 8nGU}. (3.64) 

L’espace-temps autour d’une corde est plat mais possede un angle manquant. Les surfaces 
a t et z constants sont done des cones (cf. Fig. 3.4) obtenus en retirant cet angle et en 
identifiant les bords. Quantitativement, cette approximation n’est valable que lorsque le 
champ genere est faible, ou encore lorsque Tangle manquant est inferieur a 27r 


69 = 8ttQU <C 27r. 


(3.65) 
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Fig. 3.4: Surface a t et z constant de la metrique autour d’une corde cosmique sous critique 
(rj -C Mpi). L’angle manquant deflechit les rayons lumineux de AttQU independamment 
du parametre d’impact. 


D’apres (3.49), ceci est verifie pourvu que rj -C M P ls ce qui est satisfait pour la plupart des 
transitions de phase considerees. Dans les cas ou 77 ~ M P 1 , les sections a t et z constants 
deviennent cylindriques pour 56 = 27t et presentent des singularites 1 ' pour 56 > 27t a 
distance finie du cceur [162, 235]. Enfin, la structure de la metrique pres de la corde 
depend de sa nature mais tend vers sa forme conique asymptotiquement [236]. 

Bien qu’il n’y ait pas d’effet statique, la geometrie de l’espace-temps autour d’une 
corde induit tout de meme des effets gravitationnels potentiellement observables. Par 
exemple, les rayons lumineux issus d’une source lointaine peuvent etre deflecliis par la 
presence d’une corde entre la source et l’observateur [342, 162], Dans le referentiel de la 
corde, et dans son plan perpendiculaire, bangle de deflexion s’identifie clairement a l’angle 
manquant 5D ~ 87 xQU (cf. Fig. 3.4). Dans le cas general, avec l et d les distances de la 
corde a la source et a l’observateur respectivement, et i l’angle d’inclinaison des rayons 


1 'C’est un moyen d’obtenir de “l’inflation topologique”. 
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lumineux par rapport au plan perpendiculaire, il vient [341] 


SD = 59sm(i)- - 

W Z + d 


(3.66) 


L’effet sur la matiere est similaire. Deux particules de vitesse v passant de part et d’autre 
de la corde vont acquerir une vitesse radiale l’une vers V autre due a 1’angle manquant de 
la metrique (cf. Fig. 3.4). Par projection sur la direction les reliant, il vient 


Sv ~ ryvdd (3.67) 

dans le referentiel d’une particule 18 . Cet effet de sillage laisse par les cordes dans la matiere 
environnante a ete originellement considere comme un autre mecanisme permettant de 
generer les perturbations gravitationnelles necessaires a la formation des grandes struc¬ 
tures (voir Chap. 1). Cependant, comme nous le verrons dans la partie II les contraintes 
cosmologiques actuelles semblent maintenant ecarter ce scenario [11, 12, 27, 47, 98]. Les 
effets gravitationnels precedemment evoques lie concernent cependant que les cordes rec- 
tilignes et sans structure interne. Or, nous verrons dans le chapitre 5 que leur evolution 
cosmologique tend naturellement a leur donner une allure fractale aux petites echelles de 
distance. L’existence de cette sous-structure peut alors exacerber la deflexion lumineuse 
induite par la corde du fait de l’apparition de caustiques [34, 332] (voir Fig. 3.5). Les mod¬ 
eles plus realistes de cordes que nous presenterons dans le chapitre 6 invoquent de plus 
l’existence de courants de particules pouvant egalement generer des effets gravitationnels 
observables [147] (voir Fig. 3.6). 

Les transitions de phase survenant dans l’univers primordial telles qu’elles sont predites 
par le modele standard de physique des particules peuvent done generer des defauts 
topologiques comme les murs de domaine, les cordes cosmiques ou les monopoles 19 . Comme 
nous le verrons dans les chapitres suivants, leur existence peut modifier significativement 
la dynamique de l’univers, et les contraintes cosmologiques s’imposant sur ces objets se 
trouvent finalement etre des contraintes fortes sur les symetries qu’il a ete possible de 
briser dans l’univers primordial. L’etude des defauts topologiques permet done de sonder 
la physique des particules a des echelles d’energie qu’il est impossible d’atteindre dans les 
accelerateurs. 


3.4 Quelques contraintes 

Les theories resumees dans ce chapitre permettent de resoudre certains problemes 
des modeles standard, mais en posent de nouveaux, comme la formation des defauts 
topologiques. Il est de ce fait indispensable d’explorer ces consequences afin de pouvoir 
mieux contraindre la nouvelle physique en jeu. Certains faits observationnels simples per¬ 
mettent deja de situer les problemes que pose l’existence de ces reliques de transition de 
phase. 

18 7 est le facteur de Lorentz. 

19 I1 est egalement possible de generer des textures lorsque le troisieme groupe d’homotopie est non 
trivial [211]. Leur stability n’est cependant pas assuree uniquement par la topologie, celle-ci ne pouvant 
agir que sur les trois dimensions spatiales [317, 211]. 
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Fig. 3.5: Effets simules de lentille gravitationnelle induits par une corde cosmique posse- 
dant une allure de marche aleatoire aux petites echelles de distance. L’existence d’une telle 
micro-structrure est motivee par les simulations numeriques devolution cosmologique de 
cordes (voir Chap. 5). L’image de fond est un amas de galaxies de redshift z — 1 et la 
corde se trouve a z — 0.8, pour une resolution angulaire inferieure a 0.1" [34]. 



Fig. 3.6: Mouvement apparent des mirages gravitationnels generes par une corde cosmique 
suite au passage d’un pulse de courant de genre lumiere. Dans la configuration d’observa- 
tion (figure de gauche), le temps caracteristique de deplacement est IQU pour une source 
situee a l’infini (d > 4 Ainsi, pour une corde de grande unification (QU ~ 10 -6 ) situee 
a quelques megaparsecs, le mouvement des images doubles de la source s’effectuerait pen¬ 
dant quelques annees sur une ouverture angulaire maximale de 0.1" [147]. 
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La symetrie electrofaible comportant le groupe U( 1), dans une theorie de grande unifi¬ 
cation ce groupe doit faire partie de la chaine de brisures de symetrie d’un groupe compact 
G. D’apres (3.60), puisque 7 Ti [17(1)] ~ Z, il existe necessairement un vide dans la chaine 
tel que 7 t 2 (V) oo I menant a la formation de monopoles [289] (voir la section precedente). 
Le probleme de ces objets est leur abondance : ils se comportent en effet comme de la 
matiere ordinaire et revolution de leur densite rapportee a celle de l’entropie ne varie avec 
l’expansion que par leur annihilation avec des antimonopoles, egalement formes lors de la 
transition de phase. Or, ce taux d’annihilation est tel [371] qu’on peut montrer que, pour 
des monopole de grande unification avec r] ~ 10 15 GeV, leur densite actuelle dominerait 
la densite critique de plusieurs ordres de grandeur [289]. L’existence des monopoles n’est 
done pas compatible avec le modele standard cosmologique. 

Si Ton s’interesse aux murs de domaines, l’equation de Poisson du potentiel gravita- 
tionnel (3.62) se reduit a 

V 2 l/ grav = — AnQU, (3.68) 

avec U la densite d’energie surfacique du mur. La presence d’un tel defaut conduit done a 
une force gravitationnelle repulsive 20 , source d’effets detectables dans le CMBR a partir 
d’une echelle d’energie de 77 ~ 1 MeV, e’est-a-dire largement en dega de la transition 
electrofaible [369, 211, 320]. Inversement, un mur de domaine forme lors de cette transition 
aurait une energie 10 8 fois superieure a celle de toute la matiere connue, et dominerait 
done la dynamique de l’univers. La formation de ces defauts est done egalement exclue 
par la cosmologie, et de ce fait la brisure d’une symetrie discrete par mecanisme de Higgs. 

Une solution possible (et en fait privilegiee a l’heure actuelle) est celle de l’inflation. 
L’univers observable aujourd’hui provenant d’une region bien plus petite que l’horizon 
avant l’inflation, le facteur de dilution est considerable et la domination actuelle des 
reliques est evitee [166, 328]. Un autre mecanisme fait appel aux cordes cosmiques. Lors 
de transitions de phases ulterieures, des cordes peuvent etre formees et se connecter aux 
autres defauts alors presents. Elies catalysent ensuite leur disintegration evitant ainsi la 
catastrophe cosmologique [222, 96, 184], 

Les cordes de Kibble sont actuellement compatibles avec les contraintes observation- 
nelles, et ce n’est que dans des effets plus fin que leur existence pourra etre, ou non, 
infirmee. L’observation de la surface de derniere diffusion au travers du spectre de puis¬ 
sance du CMBR est actuellement un des moyens les plus prometteurs pour contraindre ces 
modeles. En effet, l’observation du rayonnement de fond diffus dans toutes les directions 
u du ciel permet d’en mesurer le contraste de temperature 50/0. La statistique de ces 
fluctuations est alors donnee par la connaissance de ses fonctions de correlation. A l’ordre 
dominant, la fonction de correlation a deux points est habituellement developpee sur la 
base des polynomes de Legendre 


50 

~ 0 ~ 


Ml 


50 

"e" 


(cos 9), 


U2, 


(3.69) 


1=2 


ou () designe la valeur moyenne sur toutes les paires (ui,U 2 ) d’ecart angulaire 9. II est 


20 Le mur ayant deux degres de liberte longitudinaux, par analogie avec les cordes (3.49), son tenseur 
energie-impulsion comprend deux termes spatiaux diagonaux egaux a —U, et est done de trace negative. 
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Fig. 3.7: Le spectre de puissance des anisotropies de temperature dans le CMBR predit 
par differentes theories d’inflation, et par des defauts topologiques de type textures [164], 
La presence d’oscillations est observee dans les donnees actuelles (voir Fig. 3.8). 


commode de decomposer le contraste de temperature sur les harmoniques spheriques 

OO £ 

= E E “taiTW. (3.70) 

£=2 m=-£ 

ou moments multipolaires Cg se reduisent a 

Cg = \ag m \ 2 

2 £ + 1 ^ 1 1 

m 

Le spectre de puissance des fluctuations est finalement donnee par la dependance en i 
des moments Cg. Sur la figure 3.7 sont representees les courbes de puissance predites par 
differents modeles d’inflation, ainsi que cedes produites par des defauts topologiques de 
type textures. La presence d’oscillations dans les predictions des modeles inflationnaires, 
qui se retrouvent dans les observations (voir Fig. 3.8), semble etre une confirmation sup¬ 
plemental du mecanisme d’inflation, initialement introduit pour resoudre le probleme 
de l’horizon et de la platitude. Les cordes cosmiques sont egalement des sources actives 
pouvant generer des fluctuations de temperature dans le CMBR. La metrique conique 
induisant des variations de vitesse relative des particules dans le sillage de la corde [cf. 
Eq. (3.67)], il est en de meme pour les photons 21 du CMBR [197, 162, 336, 47]. La presence 
21 


(3.71) 
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Fig. 3.8: Le spectre de puissance des anisotropies de temperature dans le CMBR observe 
actuellement [164], 
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Fig. 3.9: Spectre de puissance des fluctuations du CMBR predit par la coexistence d’une 
phase d’inflation avec des defauts topologiques globaux. La proportion donnant le meilleur 
ajustement est egalement indiquee [48]. 


de cordes cosmiques doit done induire des fluctuations de temperature de l’ordre de 


(^) (3.72) 

ou () 2 designe la moyenne quadratique. Pour des cordes de grande unification QU ~ 1CT 6 
et l’ordre de grandeur de ces fluctuations est aussi celui qui est observe. Bien que le spec¬ 
tre de puissance genere par un reseau de cordes cosmiques locales dans FLRW ne soit 
pas encore bien connu, le mecanisme de generation des fluctuations est par nature inco¬ 
herent [242, 347, 123, 124] et ne peut mener a la presence des pics tels qu’ils sont observes 
(voir Fig. 3.8). Sur la figure 3.7, devolution des moments multipolaires des textures s’ef- 
fondre rapidement a grands £, et on peut s’attendre a un comportement similaire pour des 
cordes cosmiques. La presence d’un reseau de cordes cosmiques sans phase d’inflation est 
done exclue par ces observations. Neanmoins, leur coexistence semble mieux s’accorder a 
tout point de vue. D’une part, le mecanisme d’inflation lui-meme peut clonner naissance a 
des cordes [287, 240], et le devenir de l’inflaton peut egalement conduire a des transitions 
de phase les generant. Sur la figure 3.9 est representee le meilleur ajustement des donnees 
actuelles par un melange des spectres de puissance issus des defauts topologiques et de 
l’inflation. Bien que la degenerescence dans les parametres soit importante, il est interes- 
sant de noter que les donnees observationnelles sont mieux ajustees par un tel melange 
que par un pur modele d’inflation [48]. 
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3.5 Conclusion 

L’utilisation de la physique des hautes energies en cosmologie permet de resoudre 
certains problemes de taille du modele standard de FLRW (probleme de l’horizon, de 
la platitude ...). Cependant, cette physique pose de nouveaux problemes cosmologiques 
comme la formation de defauts topologiques dont font parties les cordes cosmiques. En 
plus de leur influence potentielle sur Fevolution de l’univers, le statut de leur existence est 
d’un interet direct pour la physique des particules du fait des contraintes qu’elle impose 
sur les symetries pouvant etre brisees dans l’histoire de l’univers. Comme nous le verrons 
dans les parties II et III, il est possible d’etendre ces contraintes aux couplages que peut 
avoir le champ de Higgs formant la corde aux autres particules. De telles cordes s’habillent 
en effet de courants de charges modifiant leurs proprietes microscopiques et par voie de 
consequence leur evolution cosmologique. La physique a l’ceuvre dans ces cordes est plutot 
complexe, et il est d’usage d’utiliser un formalisme macroscopique unifie pour les decrire. 
Dans la partie II, ce formalisme sera detaille et applique pour des cordes de Kibble avec 
et sans courants bosoniques. Il rend possible la resolution des equation du mouvement et 
1’etude numerique de revolution des reseaux de cordes. De telles simulations seront presen¬ 
tees pour des cordes sans courant, et sont attendues pour statuer de maniere rigoureuse sur 
la proportion de tels defauts presents dans les donnees du CMBR. L’etude cosmologique 
des cordes conductrices est pour sa part une tache plus ardue par la complexity de la 
dynamique induite. Bien qu’encore applicable pour les courants de bosons, le formalisme 
macroscopique semble etre moins adapte a la description des courants fermioniques (voir 
partie III). Neanmoins, nous verrons que la seule etude microscopique des cordes conduc¬ 
trices donne deja des contraintes fortes sur la physique des hautes energies en jeu dans 
1’univers primordial. 



Deuxieme partie 
Dynamique des cordes cosmiques 
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4.1 Introduction 

Dans la partie I, la theorie microscopique minimale menant a la formation de cordes 
cosmiques par le mecanisme de Higgs introduisait deux champs bosoniques : le champ 
de Higgs <f> et le champ vectoriel B M associe a l’invariance de jauge 17(1). Les solutions 
de corde aux equations de champs sont generalement compliquees [voir Eqs. (3.42) et 
(3.43)] et il est souvent impossible de les determiner autrement que par des methodes 
numeriques [282, 23, 303]. II est par consequent utile de se placer dans la limite de corde 
d’epaisseur nulle. Une telle approximation revient done a ne plus se soucier de la structure 
interne de la corde, i.e. du profil transverse de ses champs (cf. Fig. 3.3), en la decrivant 
comme une 2-surface de l’espace-temps. Lorsque le choix d’un referentiel est privilegie, 
ce qui est generalement le cas lorsque Ton s’interesse au mouvement de la corde ou a ses 
couplages gravitationnels, il est commode de choisir un systeme de coordonnees internes £ a 
en fonction duquel les grandeurs physiques peuvent etre calculees : il s’agit du formalisme 
dit traditionnel qui sera detaille dans la section 4.2. Neanmoins, certaines proprietes dues 
a la structure interne des cordes peuvent modifier completement leur dynamique, comme 
par exemple l’existence de courants de particules s’y propageant. Il est possible de tenir 
compte de ces effets par le biais d’une equation d’etat reliant la densite d’energie U a 
la tension de la corde T dans un formalisme covariant [80, 71, 70, 63]. Ce dernier est en 
effet particulierement adapte a la description des proprietes intrinseques a chaque corde. 
Il permet en outre de discuter, d’un point de vue classique, sur la stability de ces objets 
en presence ou non de courants. 


4.2 Cordes de Goto-Nambu 

Le fait de negliger completement la structure interne d’une corde impose une invari¬ 
ance de Lorentz longitudinale et celle-ci peut etre representee par une 2-surface d’univers 1 
evoluant dans l’espace-temps dont le mouvement est decrit par la donnee des ses coor¬ 
donnees 

x^ = x^(C)- (4-1) 

Les parametres £ a sont les coordonnees internes a la corde, avec a 6 {0,1}, dont la 
composante a = 0 est choisie de genre temps et a = 1 de genre espace 2 . Ces coordonnees 
permettent de definir un lagrangien de surface caracterisant la dynamique propre de la 
corde [341]. Ce lagrangien C gn doit etre invariant sous les transformations de coordonnees 
de l’espace-temps Sx M et de la 2-surface <5£ a . Il a de plus la dimension d’une masse au 
carre, et peut etre identifie a la densite lineique d’energie de la corde U. Sur la 2-surface 
d’univers courbe, il vient Faction de Goto-Nambu [161, 261] 

5 gn = -uJ (4.2) 

1 String worldsheet. 

2 Dans toute la suite, les indices a et b seront utilises pour designer les coordonnees intrinseques a la 
2-surface. 
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avec 7 le determinant de la metrique induite sur la corde 

dx M dx v 

lab = 

telle que 

ds 2 = g, iv dx^dx v = 7 a b d£ a d£ b , (4.4) 

pour deux points sur la corde separes par dx M ou d£ a . La normalisation du lagrangien de 
Goto-Nambu a £ gn = — U est en accord avec la definition du tenseur energie impulsion 
obtenu par minimisation de Taction (4.2) par rapport a la metrique g, lv : 

ou la fonction 6 localise la corde dans Tespace-temps de reference. Pour une corde droite a 
symetrie cylindrique dans un espace-temps de Minkowski, en choisissant les coordonnees 
internes £° = x° = t et = x 3 = z , il vient, par integration sur les variables transverses, 

J T tt dx 2 ± = U = - J T zz dxi = T. (4.6) 

Les cordes de Goto-Nambu suivent done une equation d’etat identique a celle obtenue 
dans le modele de Higgs abelien 3 , i.e. U = T. Les equations du mouvement donnant 
explicitement la trajectoire de la corde dans Tespace de reference, i.e. les fonctions 
sont obtenues a partir des equations d’Euler-Lagrange issues de Taction de Goto-Nambu. 
On trouve 

_ r) r r 1 ' c)tP 

4 (V=? r s t x“) + = 0 , (4.7) 

les T() etant les symboles de Christoffel de la metrique g, lv . En espace-temps plat, celles-ci 
se simplifient en 

d a (V=h ab d b x») =0. (4.8) 

L’invariance sous les transformations de coordonnees internes requiert 1111 choix de jauge 
supplementaire. On choisit generalement les conditions de jauge conforme [341] : 

x • x ; = 0, x~ + x /2 = 0, (4.9) 

ou le point designe la derivee par rapport a et le prime par rapport a ^ 1 . Les equations 
du mouvement (4.8) se reduisent alors a 

x + x" = 0. (4.10) 

Ce choix de jauge n’est pas encore suffisant, et le degre de liberte restant doit etre fixe. 
Cela peut se faire, par example, en se plagant dans la jauge transverse, definie par 

e = x ° = t, e = t ( 4 . 11 ) 

3 Le formalisme covariant montre que celle-ci est en fait directement reliee a l’invariance de Lorentz 
longitudinale. 


(4.3) 
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Les conditions de jauge conforme (4.9) deviennent alors 

x ■ x — 0, x 2 + x' 2 = 1. (4.12) 

Le choix des coordonnees (4.9) permet done, d’apres (4.12), de s’affranchir de la com- 
posante de vitesse longitudinale qui est sans signification physique du fait de l’invariance 
de Lorentz dans cette direction. La derniere egalite dans l’equation (4.12) est juste un 
choix de normalisation fixant l’abscisse curviligne £. Dans ces conditions, les equations du 
mouvement (4.10) se simplifient encore en 

x — x" = 0, (4.13) 

dont les solutions generates sont la propagation, a la vitesse de la lumiere, des deformations 
de la corde 

=-^ [p(£ - *) + + *)], (4.14) 

avec 

p 2 = q 2 = 1. (4.15) 

Cette derniere equation resulte de la normalisation de £ choisie dans la jauge conforme. 
La masse de la corde est donnee, d’apres (4.5), par 

M = I d xT tt = U J d£, (4.16) 

assurant sa proportionnalite avec l’abscisse curviligne £. D’autre part, la courbure de la 
corde etant donnee par d 2 x/d£ 2 , elle est d’apres (4.13), proportionnelle a l’acceleration 
x dans le referentiel de repos ou la vitesse transverse x — 0. Ainsi, le mouvement de la 
corde tend a chaque instant a la rendre droite. La conservation de l’impulsion implique 
que la corde va finalement osciller en chacun de ses points autour de sa position d’equilibre 
rectiligne. 

Jusqu’a present, nous avons uniquement considere des cordes infinies. Cependant, la 
description lagrangienne etant purement locale, les equations du mouvements obtenues 
s’appliquent tout aussi bien a des configurations de cordes fermees, ou boucles 4 . Celles-ci 
representent en fait la forme dominante sous laquelle les cordes evoluent apres la transition 
de phase (cf. Chap. 5). La topologie fermee impose cependant des conditions periodiques 
a la propagation des perturbations, de la forme 

£(£ + L) =£(£), (4.17) 

ou L designe la longueur propre totale de la boucle, i.e. L = M/U. Cette condition ne 
peut etre verihee d’apres (4.14) que si 

p(£ + L)=p(£), et g(£ + L) = g(£), (4.18) 

autrement dit le mouvement de la boucle doit egalement etre periodique dans le temps. II 
est ainsi possible de developper les vecteurs p et q en serie de Fourier dont les coefficients 

4 La designation de corde infinie se refere a des cordes non fermees sur des distances inferieures a 
l’horizon, celles-ci pouvant tout a fait dtre des boucles sur des echelles de distances superieures. 
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doivent verifier la condition de normalisation (4.15) montrant que les vecteurs p et q 
evoluent sur une sphere de rayon unite. Si Ton s’interesse a la vitesse des perturbations 
de courbure, en derivant Liquation (4.14) il vient 


1+2 

X = 


t [/(£-*) + 


(4.19) 


et les points pour lesquels p — t) = —q(£ + t) verifient x~ = 1. L’existence de tels 
points est generique du fait des conditions de periodicite (4.18) qui impliquent 


p d£ = / g d( = 0 . 


(4.20) 


Autrement dit, les vecteurs p et q ne restent generalement pas dans un seul hemisphere 
de la sphere de rayon unite (4.15) assurant de ce fait leur intersection en certains points. 
La vitesse de ces points sur la corde est done igale a celle de la lumiere, et a partir du 
developpement de Fourier des vecteurs p et q en leur voisinage, il est possible de mon- 
trer [208, 330] qu’ils correspondent a des points de rebroussement dans la forme de la 
corde 5 . De telles discontinuity de courbure peuvent etre a l’origine de remission de ray- 
onnement, de particules si la corde est traversee de courant (cf. Chap. 6 ), et generalement 
d’ondes gravitationnelles potentiellement detectables [101]. Le mouvement d’oscillation, et 
la presence de points de rebroussement permettent aux boucles d’evacuer de l’inergie sous 
forme de rayonnement gravitationnel. En premiere approximation, en supposant 1’energie 
gravitationnelle £ imise par le seul moment quadrupolaire Q ~ ML 2 , il vient [145] 


— ~ u 
d t 


6 3 Q 

St 3 


^ GQ 2 v\ 


(4.21) 


ou v est la frequence caracteristique des oscillations de la boucle, dont un ordre de grandeur 
est donne par v ~ 1/L. De maniere generale £ ~ 7 g GU 2 ou y g est sans dimension et tient 
compte des ecarts a l’equation (4.21). Le temps de vie d’une boucle est alors 

M 1 L 

n- _ 

“ £ ~ 7g GU 

Le coefficient de proportionnalite peut etre estime numeriquement et est voisin de 7 g ~ 
65 [14]. Comrne nous le verrons dans le chapitre 5, la disintegration gravitationnelle des 
boucles est determinante dans revolution et l’existence de reseaux de cordes cosmiques 
dans l’univers. 


(4.22) 


4.3 Formalisme covariant 

La description precedente est particulierement adaptee au cordes cosmiques sans struc¬ 
ture interne, de Goto-Nambu. Cependant, comme nous le verrons dans les chapitres 
suivants, des courants peuvent prendre naissance sur les cordes. Un formalisme covari¬ 
ant, developpe par B. Carter [80, 71, 70, 63], permet de tenir compte de ces nouveaux 
parametres internes dans la dynamique de la corde uniquement au travers d’une eciuation 
d’etat reliant la densite d’energie U a la tension T. 

5 Cusps. 
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4.3.1 Geometrie des 2-surfaces 

L’evolution de la surface d’univers de la corde x p (£°) nous a permis, dans la section 
precedente, de definir la metrique 7 a b induite sur la corde [voir. Eq. (4.3)]. La corde peut, 
d’une fagon generale, etre consideree comme une variete de dimension p = 2 immergee 
dans un espace de dimension superieure 6 n — 4. En inversant la relation (4.3) il est 
possible de definir le premier tenseur fondamental de la corde 

IT = 7 ab daX»d b x\ (4.23) 

ou la derivation partielle porte sur les coordonnees internes Par construction, ce tenseur 
vit sur la surface d’univers de la corde et en est done un projecteur defini sur l’espace- 
temps de metrique g , w . Le projecteur orthogonal s’obtient directement a partir de (4.23) 

■1^= <4 - Tu, (4-24) 


et il vient 


T,X„ = T„, ±“ p l^=±^, r f ± f „= o. (4.25) 

Le premier tenseur fondamental permet de se restreindre aux proprietes intrinseques 
de la 2-surface tout en conservant une approche covariante. Dans cet esprit, il est egale- 
ment commode d’introduire une derivee covariante n’agissant que sur la surface d’u¬ 
nivers decrite par la corde. Une maniere naturelle de l’introduire est de la definir comme 
la composante tangentielle de la derivee covariante usuelle sur la 2-surface, i.e. 

v„ = (4.26) 

La structure geometrique de la corde peut alors etre caracterisee par les variations de 
son premier tenseur fondamental avec les coordonnees internes. La formulation covariante 
associee met en jeu le deuxieme tenseur fondamental 

AV = (4.27) 

Plus precisement, s’il existe des quadrivecteurs et v M de genre temps et espace, respec- 
tivement, formant une base locale orthonormee de la 2-surface 

= -u'X = 1) ufJ,v n = 0, (4.28) 

alors le premier tenseur fondamental devient, dans ce referentiel privilegie, 

Tu = - i/x, (4.29) 

et selon l’equation (4.27) le deuxieme tenseur fondamental se reduit a 

K^ p =L p a ( UuVf.u 1 7 - v u \/^v a ) . 

6 On parle alors de p-brane. 


(4.30) 
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La projection orthogonale a la corde de T acceleration du quadrivecteur unite u p s’obtient 
alors a partir de (4.30) 

(VV.i/) = W. (4.31) 

Le deuxieme tenseur fondamental caracterise ainsi la forme geometrique de la corde dans 
les dimensions transverses. II possede egalement des proprietes de symetrie' necessaire a 
la description de la corde comme une 2-surface [66] 

K [H p = 0. (4.32) 

Sa trace perrnet de plus de definir le vecteur de courbure extrinseque 

K p = k ^p = ( 4 . 3 . 3 ) 

qui s’exprime a partir de la metrique induite (4.3) et des connexions de l’espace-temps 
via 

K» = —j==zd a (v /3 77 a6 <9fe^) + T» pl ab d a x v d b x p . (4.34) 

Par comparaison avec T equation (4.7), on voit que les equations du mouvement extrin¬ 
seque de la corde se ramenent simplement a K p = 0 pour des cordes de Goto-Nambu. 
La determination de celui-ci, dans le cas general, necessite neanmoins la connaissance de 
la dynamique interne a la corde, ce qui peut se faire au moyen du lagrangien effectif de 
surface. 

4.3.2 Lois de conservation 

Comme dans le cas de Goto-Nambu, la metrique induite (4.3) perrnet de definir une 
action de surface decrivant les proprietes physiques intrinseques a la corde. Le choix d’un 
lagrangien effectif C est en general motive par la theorie des champs sous-jacente et les 
divers couplages entre le champ de Higgs formant la corde et les champs externes. En plus 
des eventuelles symetries de jauge imposees par les divers couplages choisis, l’invariance 
de Taction vis-a-vis des transformations infinitesimales de la metrique perrnet de definir 
le tenseur energie impulsion associe. L’equation (3.4) devient sur la 2-surface 

T lW = 2-—- + Z T J - (4.35) 

Ofhw 

La conservation du tenseur energie impulsion sur la surface d’univers est assuree par le 
theoreme de Noether et peut etre mis sous sa forme surfacique covariante 

= T, (4.36) 

avec la condition tangentielle l- p v T l P = 0. La densite totale de force f sur la 2-surface 
tient compte de Teffet des champs exterieurs dans la theorie effective, et eventuellement 
de Tinteraction de la corde avec d’autres p-surfaces. Dans le cas d’une corde de Goto- 
Nambu, est identiquement nul, alors que Texistence d’un champ vectoriel exterieur 

7 Proprietes de Weingarten. 
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associe a une invariance U(l), conduirait a une force de type electromagnetique / A = 
F^ u j u , le courant surfacique etant naturellement defini par j = 5C/8A Lorsque Ton 
s’interesse au mouvement extrinseque de la corde, seule la projection orthogonale de (4.36) 
est determinate. A partir des equations (4.24) et (4.26), et de la definition du deuxieme 
tenseur fondamental (4.27), il vient [73] 

% K= ~ K ^ ( 4 . 37 ) 

et la projection orthogonale de (4.36) est alors 

T^K, J =±_» a J. (4.38) 

La connaissance du tenseur energie impulsion T 1 "' et des densites de force f 1 ' permet ainsi 
de determiner a l’aide des Eqs. (4.33) et (4.38), le vecteur de courbure extrinseque, et par 
la relation (4.34) les equations du mouvement de la corde. 

La forme generique du tenseur energie impulsion d’une 2-surface s’obtient en supposant 
que son energie est bien definie, i.e. positive ou nulle, et que la causalite n’est pas violee, 
i.e. qu’il possede un vecteur propre tangentiel de genre temps u M verifiant > 0. La 
densite d’energie est alors la valeur propre du tenseur energie impulsion associee a En 
le normalisant a l’unite — 1, il vient 

T v u u = Uuv, (4.39) 

avec U > 0. Il est alors possible d’introduire un autre vecteur tangentiel v M de genre espace 
verifiant (4.28) pour construire la base orthornorme introcluite dans la section precedente. 
En supposant, dans cette base, le tenseur energie impulsion diagonal 8 , la tension T de la 
corde est definie par 

= UuV - Tv^v\ (4.40) 

soit, en fonction du premier tenseur fondamental (4.23) 

T u = (U - T)uPu v + T Y u - (4.41) 

La denomination de tension se justifie done par analogie avec la forme hydrodynamique 
(1.10) ou T s’identifirait a — P, comme intuitivement attendu sur un banal fil en mecanique 
classique. En reportant l’expression (4.41) dans les equations du mouvement extrinseque 
(4.38), il vient 

T u K^ =±P a (Uu a - Tv'°) =±' ff T, (4.42) 

avec l’acceleration if = ^vf et v' a = Dans le cas ou il n’y a pas de champ de 

force exterieur, /^ = 0 et le vecteur de courbure extrinseque est alors donne par l’equation 
(4.33), qui a l’aide de (4.42), se simplifie en 

K“ (l - F] (4-43) 

8 Si ce n’est pas le cas, il est toujours possible de s’y ramener par un changement de base lorsque les 
vecteurs propres ne sont pas de genre lumiere. 
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Les corde de Goto-Nambu verifiant U = T possedent done un vecteur de courbure ex- 
trinseque nul K p = 0 redonnant a partir de (4.34) les equations du mouvements (4.7). 
En fait, l’expression (4.41) du tenseur energie impulsion ne peut etre invariante sous 
les transformation de Lorentz longitudinales que si le terme en u p u u s’annule, soit pour 
U = T. L’egalite entre la densite d’energie et la tension est done une consequence directe 
de l’absence de structure interne le long de la corde. Reciproquement, en modifiant cette 
relation, il est possible de construire des modeles effectifs tenant compte des proprietes 
microscopiques rendant la structure interne non triviale. L’equation reliant U a T est alors 
une equation d’etat pour la dynamique de la corde. 


4.3.3 Equation d’etat 


La plus simple des equations d’etat autre que celle de Goto-Nambu U = T est celle 
regissant la dynamique d’une corde parfaitement elastique, ou barotropique, dont la den¬ 
site d’energie ne depend que de la tension 9 U = U(T). Puisqu’une telle corde n’est plus 
invariante de Lorentz selon sa direction longitudinale, elle possede une structure interne 
qui doit etre decrite par des parametres physiques. A partir de l’equation d’etat U = U (T), 
il est en effet possible de definir le potentiel chimique ~ji et un nombre de densite V tels 
que 


In v 


d U 

U -T’ 


In /j 


dT 

U — T' 


(4.44) 


Par integration de l’equation (4.44), le potentiel chimique et le nombre de densite appa- 
raissent transformes de Legendre Fun de l’autre 


U — T = /iv. (4.45) 

A partir des equations (4.41) et (4.45), le tenseur energie impulsion de la corde barotropique 
devient 

T pa = V p Jf + TT\ (4.46) 

ou le vecteur densite de courant V p et le flux d’energie Jl p sont definis par 


u p = vu p , /i p = iiu p . (4.47) 

La dynamique de la corde est alors obtenue a l’aide de l’equation de conservation (4.36) 
avec, selon (4.46) 

V p T P a = Ji a V p V p + V p \/ P 11 a - V p \7 a ~jl p + TK a . (4.48) 

Comme dans le cas de Goto-Nambu, les equations du mouvement extrinseques sont 
obtenues en projetant (4.36) sur les dimensions transverses a l’aide de -L p a , alors que 
la dynamique interne est donnee par la composante longitudinale. En supposant la corde 
barotrope isolee, i.e. f P = 0 dans l’equation (4.36), la divergence de T P a est nulle, et par 
contraction de (4.48) avec la densite de courant z/ cr , il vient 

V a V p T P a = 0 => V p v p = 0. 

9 Comme nous le verrons dans la partie III, ce n’est pas la seule possible. 


(4.49) 
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Le quadrivecteur densite de courant est done conserve. La relation (4.45) est caracteris- 
tique d’une corde cosmique parcourue par un courant conserve brisant l’invariance de 
Lorentz longitudinale. La conservation du flux d”energie est egalement assuree par la 
projection longitudinale des equations de conservation (4.36), toujours pour le tenseur 
(4.46), 

If oSpT a = ° ^ If a uP ^[p^a] = 0- (4.o0) 

Le potentiel chimique J1 peut alors etre interprets comme la masse effective par particule a 
l’origine du courant conserve V p le long de la corde [66, 73]. Comme nous le verrons dans le 
chapitre 6, ce modele est particulierement bien adapte a la description de cordes cosmiques 
possedant un condensat de Bose a l’origine d’un courant de particules scalaires [282, 281]. 

L’equation d’etat permettant de connaitre completement la dynamique de la corde, 
il doit etre egalement possible d’en deriver le lagrangien de surface en fonction des 
parametres internes. Dans le cas barotrope, JZ e tv etant relies par l’equation d’etat, il 
n’y a qu’un seul parametre independant et ce lagrangien ne peut etre fonction que d’une 
seule variable w, 

Z = k(w), (4.51) 

oil A est generiquement non lineaire. D’apres l’equation (4.50), le rotationnel du flux 
JZ P s’annulant, celui-ci derive d’un potentiel surfacique (p tel que ~jl p = V p <p. Ceci suggere, 
dans la representation lagrangienne, de choisir un tel potentiel scalaire p comme parametre 
interne independant, et d’imposer 10 l’existence d’un courant conserve p p tel que 


V P = (4.52) 

Il existe alors un autre courant trivialement conserve c a = £ ap p p permettant de definir la 
variable w 

w = c p c p = -p p p p = ~^ ab d a pd b p. (4.53) 

L’identification de ces parametres avec les variables physiques de la corde s’effectue na- 
turellement a l’aide du tenseur energie impulsion en comparant les eejuations (4.36) et 
(4.46). Pour cela, il est commode d’introduire les quantites duales 

c P = 2 ^P P ’ P p = ^ = c P c p = ~P P Pp > ( 4 - 54 ) 

ainsi que la fonction maitresse duale 


A 


A — 2w 


dA 

Aw 


Le tenseur energie impulsion (4.36) prencl alors une forme symetrique 


(4.55) 




A c p C a + A c p C a , 

zu zu 


(4.56) 


10 Malgre l’apparence arbitraire de ce choix, il n’est qu’une reformulation des proprietes intrinseques a 
la corde. 
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et d’apres l’equation (4.46), selon que le courant conserve c p est de genre temps ou espace, 
les fonctions maitresse A et A s’identifient a —U et —T, ou — T et —U respectivement, 
alors que le parametre d’etat w est egal a — V 2 ou JI 2 respectivement. La differenciation de 
ces deux regimes, respectivement designes electrique et magnetique, resulte uniquement 
de la compatibility du clioix des quadrivecteurs de base u p et v p avec la definition du 
quadrivecteur courant c p . L’action de Goto-Nambu (4.2) est trivialement retrouvee dans 
la limite de courant nul w —> 0 ou C — —U = — T independamment du regime. 


4.3.4 Stability 

En plus de decrire de maniere unifiee les differentes proprietes microscopiques des 
cordes au travers d’une equation d’etat, le formalisme covariant permet egalement de 
statuer sur la stability de celles-ci vis-a-vis de la propagation de perturbations transverses 
et longitudinales de leur geometric. La propagation de perturbations transverses concerne 
evidemment la partie extrinseque des equations du mouvement. La premiere equation est 
donnee par la condition d’integrabilite (4.32) du tenseur de courbure extrinseque. En la 
projetant orthogonalement a la surface d’univers, il vient a l’aide de l’equation (4.30), 

L s p K [M p = 0 ^ u a V a v p =± 9 p v a V a u p . (4.57) 

La deuxieme ecjuation est directement donnee par les equations du mouvement extrin- 
seques (4.42). Si maintenant on s’interesse a la propagation de perturbations transverses 
de la geometrie de la forme 

5u p = e{u p ) e* x , 5v p = e{y p ) e lx , (4.58) 


de vecteur d’onde k a defini par 


V.x = ka, (4.59) 

les eciuations (4.42) et (4.57), pour les infiniments petits du premier ordre e, deviennent 

u _L^ p s(v p ) + k A-Pp e(u p ) = 0, 

(4.60) 

to U A-P p e[u p ) + kT _L^ p e(v p ) = 0, 

ou l’energie et l’impulsion longitudinale des perturbations sont respectivement definies 
par 


u = k a u a , k = —k a v a . (4.61) 

La condition d’existence de solutions aux equations (4.60) donne alors la valeur de la 
vitesse des perturbations transverses 


2 _ _ T 

° T - k 2 - U' 


(4.62) 


Encore une fois, pour des cordes de Goto-Nambu, c 2 — 1 comme attendu par la resolution 
explicite des equations du mouvement donnee en (4.14). Dans le cas general, la tension 
T doit etre toujours positive pour que la corde soit transversalement stable. Si ce n’etait 
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pas le cas, il pourrait exister des regions oil & < 0, et les perturbations transverses (4.58) 
seraient exponentiellement amplifiees. 

De la nierne maniere l’existence d’une structure interne autorise la propagation de 
perturbations longitudinales le long de la corde. Ces ondes de type acoustique vont sur 
leur passage modifier les variables internes, i.e. Jl et V dans le cas barotrope. En plus des 
perturbations (4.58), il convient done d’introduire 

8v = eiv) e* x , 5JJ = e(jl) e* x , (4.63) 


avec, comme precedemment, e un infiniment petit du premier ordre. La projection longi- 
tudinale de la conservation du courant (4.49) donne la premiere equation 

T P K \ve{u p ) + u p e{V )] = 0, (4.64) 

alors que la deuxieme resulte de L equation de conservation de l’energie (4.50), 

u f3 k / 3 j[v p e(up) — v 0 kpe(ji) = 0. (4.65) 


La vitesse de propagation des perturbations longitudinales se reduit done, d’apres (4.64) 
et (4.65), a 

, .2 — \ 

(4.66) 


4 = 


U) 


= veil*) 
k 2 Jis{y) 


Les parametres internes petv etant relies par les relations de definition (4.44) et l’equation 
d’etat (4.45), il vient finalement 

dT (4.67) 




dU 1 


et la stabilite de la corde vis-a-vis des perturbations longitudinales requiert dT/dU < 0. 

Le formalisme macroscopique permet done, a partir de l’equation d’etat, de connaitre 
la stabilite locale des cordes par rapport aux perturbations de leur mouvement, et de 
statuer sur leur existence potentielle. Il a ete ainsi possible d’eliminer toute une classe 
de cordes caracterisees par une tension negative [278]. Ces criteres de stabilite bases sur 
l’existence de vitesses de propagation physiques des perturbations ne sont cependant que 
necessaires dans le cas des boucles de corde. La structure periodique induisant l’apparition 
d’une infinite de resonances, la stabilite de la boucle vis-a-vis des perturbations ne sera 
assuree que si la superposition de tous ces modes d’oscillations reste finie. Ce probleme 
est d’autant plus important que la brisure de l’invariance de Lorentz longitudinale par 
l’existence d’une structure interne peut conduire a l’apparition d’anneaux stables de corde 
cosmique, appeles vortons [105, 54], Comme pour des boucles de Goto-Nambu, la perte 
d’energie par rayonnement gravitationnel se traduit par une diminution de la longueur 
propre des anneaux sous l’effet de leur tension. Cependant, l’existence d’un moment cine- 
tique 11 impose dans le meme temps l’augmentation de leur vitesse angulaire jusqu’au 
moment ou l’equilibre entre la tension et la force centrifuge est atteint (voir Fig. 4.1). 
Si l’espace temps de reference est plat, dans le cas le plus simple d’un anneau circulaire 


11 Ce n’est que parce que l’invariance de Lorentz longitudinale est brisee qu’il est possible de definir un 
moment cinetique. 
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Fig. 4.1: La brisure de l’invariance de Lorentz longitudinale par l’existence d’une structure 
interne permet Fexistence de boucles stables de corde cosmique, les vortons. La tension 
est alors equilibree par la force centrifuge lorsque la vitesse de rotation egale celle de 
propagation des perturbations extrinseques v 2 = T/U [80, 71]. 


de rayon R et de vitesse angulaire 9, les quadrivecteurs de base u p et v p [cf. Eq. (4.28)] 
peuvent se mettre, en coordonnees cylindriques, sous la forme [79] 


u p = (j e v, 0 , it, 0 ), v p = (7*, 0 , 7 1 v , 0 ), 


(4.68) 


avec le facteur de Lorentz 7 ^ = 1/y/l — v 2 , et la vitesse de rotation v = R9. En reportant 
(4.68) dans les equations du mouvement extrinseque (4.42) en l’absence de force externe 
f = 0 , il vient 



(4.69) 


comme intuitivement attendu par des considerations classiques (cf. Fig. 4.1). II est alors 
possible de montrer que le critere de stability classique de tels anneaux vis-a-vis des divers 
modes de propagation des perturbations est encore donne par les valeurs des vitesses c 2 
et c 2 [248, 247, 81]. Sur la figure 4.2 sont representes en noir les domaines du plan (c 2 , c^,) 
menant a des anneaux de corde instables [246]. Ainsi, les cordes cosmiques ayant une 
equation d’etat de type subsonique, i.e. c 2 < c 2 , predisent Fexistence de vortons stables, 
alors que les modeles supersoniques ou c 2 > c 2 menent a des vortons generiquement 
instables. 


4.4 Conclusion 

La limite d’epaisseur nulle des cordes cosmiques permet done, par le biais des formal- 
ismes macroscopiques, d’en deduire les caracteristiques essentielles de leur dynamique, 
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0 0.5 1 

Fig. 4.2: Domaines d’instabilite classiques (en noir) des anneaux de corde cosmique en 
fonction du carre des vitesses de propagation des perturbations transverses et longitu- 
dinales. Les boucles associees aux modeles de corde supersoniques c 2 > c 2 sont done 
generiquement instables [246]. 
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ainsi que leur stabilite vis-a-vis des perturbations de leur forme. L’energie par unite de 
longueur et la tension apparaissent comme les quantites physiques determinantes dans la 
description de telles 2-surfaces : l’equation d’etat U = U (T) fixe la dynamique propre de 
la corde alors que les valeurs des vitesses de propagation des perturbations = T/U et 
= —dT/dU en sont les criteres de stabilite. 

Cependant, les formalismes macroscopiques ne peuvent rendre compte des proprietes 
dues a la structure transverses du vortex, et les resultats precedents ne peuvent s’appli- 
quer que si cette structure 11 ’est pas determinate dans les processus physiques a l’etude. 
Dans les cas contraires, il est alors necessaire de recourir a des modeles microscopiques in- 
voquant les champs formant la corde, et necessitate le plus souvent l’emploi de methodes 
numeriques. 

Comme nous le verrons dans les chapitres suivants les deux approches sont comple- 
mentaires et autorisent l’etude des cordes cosmiques du point de vue cosmologique tout 
en mettant en jeu les parametres des theories de physique des particules responsables de 
leur formation. 
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5.1 Introduction 

La micropliysique des brisures de symetrie par le mecanisme de Higgs (voir chapitre 3) 
et les formalismes macroscopiques (voir chapitre 4) decrivent les proprietes physiques 
des cordes cosmiques prises individuellement. Cependant, dans Tunivers primordial, les 
transitions de phase menant a leur formation, creent un reseau de cordes dans un univers 
de FLRW en expansion. Afin d’en etudier revolution cosmologique, il faut tout d’abord 
determiner ses caracteristiques physiques initiales, puis les faire evoluer a partir de la 
connaissance de la dynamique et des interactions de chacune de ses cordes. Bien qu’il existe 
des modeles effectifs decrivant de tels reseaux [211, 210, 346], leur modelisation realiste 
passe par l’emploi de simulations numeriques [9, 33, 13, 308]. Initialement, ces simulations 
ont ete cleveloppees dans les annees 1980 pour calculer T evolution de la densite d’energie 
associee aux reseaux de cordes de Goto-Nambu, afin d’en determiner leur impact sur la 
formation des grandes structures. D’une part, elles ont montre que ces reseaux etaient 
compatibles avec les contraintes cosmologiques a condition qu’une certaine partie de leur 
energie soit evacuee sous forme de rayonnement, ce qui est effectivement realise par le 
biais de la disintegration gravitationnelle des boucles (voir Sect. 4.2). D’autres parts, il 
est apparu que les reseaux de cordes n’etaient pas l’effet dominant dans la formation des 
grandes structures. Aujourd’hui, ces codes devolution sont a nouveau a T etude dans le but 
d’obtenir les signatures observationnelles que pourrait avoir l’existence d’un reseau [365], 
essentiellement dans les donnees actuelles et a venir concernant le CMBR [263, 35, 226, 
323]. Dans cette optique, le plus precis des codes de Tepoque, developpe par F. Bouchet [33, 
47], a ete repris et modernise a l’aide des avancees technologiques de la derniere decennie, 
en particulier par l’utilisation de methode de parallelisation (voir annexe A). Comme nous 
verrons dans la section 5.3.3, il est maintenant possible d’extraire le spectre de puissance 
du CMBR d’un univers possedant un reseau de cordes cosmiques. 


5.2 Intercommutation 

En plus du mouvement propre de chaque corde, la dynamique d’un reseau fait que 
les cordes vont necessairement se croiser. Du point de vue de la topologie du vide, il 
est impossible de statuer sur Tissue d’une telle interaction 1 : soit les cordes se traversent 
simplement, soit elles echangent leur branches. C’est la dynamique des champs formant le 
vortex qui va alors determiner ce qui se passe effectivement. Les simulations numeriques 
effectuees pour resoudre les equations de champs du type (3.42) et (3.43) pour deux vortex 
en interaction, obtiennent toutes que l’echange de partenaires est privilegie, que ce soit 
dans les intersections de cordes globales [314] ou locales [252, 257] (voir Fig. 5.1). Au 
vue de ces resultats, on estime que la probability d’intercommutation, i.e. d’echange des 
segments, est suffisamment proche de l’unite pour que Ton puisse considerer que cette 
reconnexion se produit systematiquement. 

Une consequence majeure de ce mecanisme d’intercommutation est la formation in- 
cessante de boucles de cordes cosmiques. En effet, par ses oscillations (voir Sect. 4.2), 

1 Ce n’est vrai que dans le cas abelien. Dans le cas de cordes cosmiques issues de la brisure d’un groupe 
de symetrie non-abelien la topologie du vide impose l’apparition d’une troisieme corde les reliant. 
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Fig. 5.1: Intercommutation de deux cordes cosmiques dans le modele de Higgs abe- 
lien [252], Les cordes sont representees par le profil transverse des champ de Higgs (en 
orange) et de jauge (en mauve), et apres une phase intermediate d’excitation des divers 
champs, elles echangent leurs segments respectifs. La probability d’echange estimee par 
les diverses simulations numeriques est P e — 1. 
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Fig. 5.2: Formation de boucles de corde cosmique par intercommutation d’une seule corde, 
ou intersection de deux cordes differentes. 


une corde peut s’intercommuter avec elle merne et echanger ses propres segments, menant 
ainsi a une nouvelle corde infinie accompagnee d’une boucle (voir Fig. 5.2). De meme, 
une collision entre deux cordes differentes en deux points distincts conduit egalement a 
la formation d’un anneau constitue des segments de chaque corde (voir Fig. 5.2). Dans 
la section 4.2, nous avons vu que les mouvements d’oscillation propres des boucles con- 
duisent generalement a l’apparition de discontinuites dans la forme de la corde qui se 
propagent a la vitesse de la lumiere. Un autre type de discontinuite apparait egalement 
lors de l’intercommutation des cordes, comme on peut le voir sur la figure 5.1. La conser¬ 
vation de l’impulsion lors de l’intercommutation impose aux points de la nouvelle corde 
issus des deux cordes initiales (ou des deux zones differentes de la merne corde), d’avoir 
des vitesses voisines de celles qu’ils avaient avant l’interaction. Autour du point d’echange, 
la nouvelle corde presente done des variations de vitesse et de forme tres rapides en fonc- 
tion de l’abscisse curviligne £, qui, dans la limite d’epaisseur nulle, apparaissent comme 
des discontinuites dans les derivees x(£,t) et x (£,£). Pour des cordes de Goto-Nambu, 
d’apres F equation (4.14), ces discontinuites, appelees kinks , correspondent egalement a 
des discontinuites des vecteurs p(£ — t) et <f(£ + £), a £ — t et £, +t constants, respective- 
ment. Autrement dit, ces kinks se propagent a la vitesse de la lumiere dans chacune des 
directions de la corde a partir du point d’intercommutation. La propagation de ces ondes 
de discontinuite donne alors une forme plus ou moins “cisaillee” aux cordes ayant subi 
de multiples interactions. Comme les points de rebroussement, les kinks sont des sources 
d’ondes gravitationnelle intenses pouvant permettre leur eventuelle detection [101]. 

L’intercommutation est un mecanisme essentiel dans revolution cosmologique d’un 
reseau de cordes. Les cordes infinies vont avoir tendance a se fragmenter en boucles, qui a 
leur tour peuvent se raccrocher aux cordes infinies. Cependant, par la disintegration grav¬ 
itationnelle des boucles, et leur plus faible probability de rencontre, le premier mecanisme 
apparait favorise. Afin de pouvoir simuler numeriquement cette evolution, il faut de plus 
se donner les conditions initiales, e’est-a-dire les proprietes physiques de chaque corde 
nouvellement formee lors de la transition de phase, ainsi que le mouvement de chacune 
d’elles dans un univers de FLRW. 
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5.3 Reseau de cordes dans FLRW 

Les formalismes macroscopiques presentes dans le chapitre 4 ne permettent pas d’obtenir 
de solution analytique aux equations du mouvement des cordes dans un univers de FLRW, 
meme dans le cas le plus simple des cordes de Goto-Nambu [voir Eq. (4.7)]. La prise en 
compte des intercommutations, dependant explicitement du mouvement et de la position 
de chaque corde a chaque instant, motive egalement l’emploi de simulations numeriques 
dans le but d’extraire les proprietes statistiques de revolution cosmologique d’un reseau 
de cordes. 

5.3.1 Approche qualitative 

Deux proprietes essentielles regissent, a priori , revolution d’un reseau de cordes : 
d’une part l’expansion de l’univers, qui tend a en augmenter l’energie par 1’entree dans 
l’horizon de segments de corde infinie, et d’autres parts le mecanisme d’intercommutation, 
qui transfere une part de cette energie en rayonnement, par le biais de la disintegration 
des boucles. 

Plus precisement du fait de l’expansion de l’univers, d’apres (1.6), la longueur propre 
L d’une corde traversant l’horizon, va se dilater avec le facteur d’echelle en L oc a, ainsi 
que son energie totale M, 

M = LU oc a. (5.1) 

En premiere approximation, il est possible de ne considerer qu’une seule echelle de longueur 
caracterisant le reseau [211, 346]. En effet, si la transition de phase introduit unique- 
ment la longueur de correlation i c comme echelle de distance, la distance moyenne entre 
chaque corde formee, ainsi que leur rayon de courbure moyen, doivent etre de cet ordre de 
grandeur. En appelant l’echelle de longueur du reseau, qui initialement s’identifie a 
£ c , le nombre moyen de cordes dans un volume V est voisin de V/L^. L’energie moyenne 
Eoc associee au reseau est done 

(5. 

et la densite d’energie correspondante 


V V 

— g X t/Z/QQ U 2 i 

-^oo -^OO 


Poo - 


u_ 

Tz 


(5.3) 


Du fait de l’expansion, oc a, et la densite d’energie associe au reseau varie done en 
Poo oc a~ 2 , comme attendue par l’accroissement d’energie de chaque corde (5.1) et la 
dilution par augmentation du volume en a 3 . Autrement dit, la densite d’energie associee a 
un reseau de cordes infinies sans interaction finit toujours par dominer l’univers, la densite 
de matiere evoluant en 1/a 3 et la radiation en 1/a 4 . 

Si l’on tient compte des intercommutations, la partie d’energie transferee du reseau 
de cordes infinies vers les boucles est certainement proportionnelle au nombre d’interac- 
tions. En premiere approximation, sur une echelle de distance de Loo, pour des vitesses 
relativistes, le temps moyen entre deux intersections est de L^, soit un taux d’interaction 
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par unite de volume de 1/L^. La perte d’energie par formation de boucle de longueur 
voisine de L^, pendant le temps 5t, est done 2 


Sp^-L^StULn. (5.4) 

A l’aide de (1.11), (5.1), (5.3) et (5.4), l’equation devolution de la densite d’energie 
associee au reseau de cordes en interaction devient 

"5T - -£’ (5 ' 5) 

ou Lqo est une fonction du temps. Si Ton pose 

C(t) = (5.6) 

et en exprimant le parametre de Hubble H en fonction du temps cosmique a l’aide de 
(1.11) et (1.54), l’equation devolution (5.5) devient 

Id C 1 /2 + 6w 1\ , 

C~dt ~ ~Yt\3 + 3w~ Cj ' ^ 


La solution constante C(t) — C s — (3 + 3u;)/(2 + 6 w) apparait done comme un attracteur. 
Si initialement C > C s , d’apres (5.7), sa derivee est negative dC/dt < 0, inversement, 
pour des valeurs initiales plus faibles que la valeur pivot, la derivee est positive. Au cour 
de l’expansion, la longueur caracteristique du reseau de cordes en interaction tend clone 
a varier comme la distance a l’horizon du oc t. La densite d’energie, lorsque ce regime 
stationnaire est atteint, evolue en 


U 


U 


Pc °‘ “ (2 “ +»)■ 


(5.8) 


A la condition que l’energie associee aux boucles de corde soit evacuee sous forme de 
rayonnement, comme e’est effectivement le cas pour les cordes de Goto-Nambu (voir 
section 4.2), la densite d’un tel reseau en interaction finit par atteindre un regime sta¬ 
tionnaire 3 evitant sa domination sur les autres formes d’energie. Sur la base de ce simple 
modele, cl’autres approches plus realistes ont ete developpees [209, 32, 207, 97]. Leur 
conclusion est egalement l’existence d’une solution d’echelle de type (5.8). Les simula¬ 
tions numeriques ont finalement confirme cette propriete, en donnant de plus une valeur 
numerique au coefficient de proportionnalite dans l’equation (5.8). 


5.3.2 Simulations numeriques 

Conditions initiales 

Lors de la transition de phase, les cordes cosmiques se forment par le mecanisme de 
Kibble [211] lorsqu’il apparait des configurations des phases du champ de Higgs qui ne 

2 Comme nous le verrons dans la section 5.3.2, cette hypothese n’est pas representative des resultats 
numeriques, les boucles formees sont de bien plus petites tallies, mais leur nombre est egalement beaucoup 
plus grand assurant encore une perte d’energie importante. 

3 Scaling. 
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sont pas contractiles a un point (voir section 3.3). Pour une transition du second ordre, 
une fois les fluctuations de temperature suffisamment faibles pour que le champ de Higgs 
ne puisse plus changer de phase [211, 341], la distribution des defauts est directement don- 
nee par la distribution aleatoire des phases du champ sur des distances superieures a la 
longueur de correlation £ c de la transition. La distribution obtenue peut etre raisonnable- 
ment modelisee par l’algorithme de Vachaspati et Vilenkin [335] : a chaque point d’une 
grille cubique de pas de F ordre de £ c est attribute une valeur aleatoire de la phase du 
champ de Higgs parmi trois valeurs discretes 4 0, 2n/3 et 47t/3. Une corde cosmique est 
alors supposee traverser chaque face des cubes elementaires si la phase du champ “tourne” 
de 27r en se deplagant le long des aretes. La direction du vortex est alors donnee par le 
sens d’enroulement de la phase. On obtient done des cubes elementaires possedant des 
cordes entrantes et sortantes. La conservation du flux permet ensuite de les connecter, et 
lorsque le choix est ambigu, ces connections sont effectuees de maniere aleatoire. 

Sur la figure 5.3 est representee la configuration de cordes generee par l’algorithme 
precedent tel qu’il est utilise dans le code devolution de F. Bouchet [47]. Les parametres 
physiques ajustables sont la densite initiale de cordes, qui est fixee par le rapport de la 
longueur de correlation £ c a la distance a l’horizon initiale, et l’amplitude d’une distri¬ 
bution aleatoire de vitesse associee aux segments de corde de longueur £ c . Ce dernier 
parametre est en fait un moyen d’introduire, a la main, l’influence des interactions entre 
les cordes venant de naitre et le fond intense de rayonnement existant lors de la transition 
de phase [210, 340]. Les configurations obtenues ne peuvent cependant etre calculees, pour 
des raisons numeriques, que dans un volume comobile de taille finie ou Foil impose des 
conditions aux limites periodiques. Les cordes infinies sont alors definies comme celle ne se 
bouclant pas a l’interieur de ce volume. Afin de pouvoir negliger l’influence de ce volume, 
un parametre purement numerique, sa longueur associee doit etre toujours plus grande 
que les longueurs physiques du modele, i.e. la longueur de correlation £ c et la distance 
a l’horizon du- Cette derniere augmentant proportionnellement au temps cosmique [voir 
Eq. (1.55)], le volume de reference donne egalement une echelle de temps maximale a la 
simulation numerique : celle pour laquelle l’horizon du(t) y reste confinee. Au dela, les 
effets de bords ne peuvent en effet plus etre negliges et deviennent rapidement dominant. 

Les resultats numeriques indiquent que le reseau de cordes forme par la transition 
de phase comprend 80% de cordes infinies, dont la forme est typiquement celle d’une 
marche aleatoire [335], et 20% de boucles de tailles caracteristiques R , dont la densite 
varie en 1/R 4 independamment des autres parametres physiques. Le calcul numerique de 
l’evolution de ce reseau necessite maintenant la connaissance du mouvement de chaque 
corde dans FLRW, ainsi que la prise en compte des intercommutations. 

Evolution dans FLRW 

L’espace-temps de FLRW privilegiant le choix cl’un referentiel comobile, le formalisme 
traditionnel y est particulierement adapte pour la description des cordes. Comme dans 
le cas de l’espace-temps de Minkowski, Faction de Goto-Nambu permet d’obtenir les 


4 Le choix de trois valeurs permet de statuer sur l’enroulement de la phase a partir des quatre points 
de chaque face. Pour pouvoir choisir plus de trois points, il faudrait utiliser une grille non cubique [212]. 
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Fig. 5.3: Configurations initiales d’un reseau de cordes, calculees par l’algorithme de 
Vachaspati et Vilenkin [335], dans un volume comobile de cote 16£ c et 26£ c , respective- 
ment. La distribution de cordes est constitute de 80% de cordes infinies contre 20% de 
boucles, independamment du volume de reference. 





5.3. Reseau de cordes dans FLRW 91 


equations du mouvement (4.7), et les degres de liberte inherents au choix des systemes de 
coordonnees peuvent etre fixes par des choix de jauge. Dans le cas de FLRW, il pourrait 
sembler commode de se placer dans la jauge conforme (4.9), mais malheureusement ce 
choix de jauge n’est plus compatible avec le choix de jauge transverse (4.11), du fait des 
valeurs non nulles des symboles de Christoffel. On choisit alors les conditions de jauge 
mixtes 

£° = V, £ 1 = £, x.x=0, (5.9) 

avec r/ le temps cosmique conforme [voir Eq. (1.8)], et x la vitesse conforme de la corde 5 , 
qui est choisie purement transverse, comme cela est suggere par l’invariance de Lorentz 
longitudinale (voir Sect. 4.2). L’equation du mouvement (4.7) se simplifie alors en 


x + 277 x ^1 




(5.10) 


avec 


x 


e = 


1 — x‘ 


(5.11) 


Les condition de jauge (5.9) et l’equation du mouvement (5.10) imposent de plus 

- =-2 U'x\ (5.12) 

et a partir de (4.5), l’energie totale d’une corde est directement donnee par e [329] 


M = aU ed£. 


(5.13) 


Ses variations avec le temps conforme s’obtiennent en reportant (5.13) dans l’equation 
devolution (5.12). On trouve 

| = w(i-2^). (5.14) 

ou la vitesse quadratique moyenne v 2 est definie par 


v 2 = 


ex 2 d £ 


ed£ 


(5.15) 


D’apres l’equation (5.14), l’energie totale de la corde augmente done proportionnelle- 
ment au facteur d’echelle, comme intuitivement attendu (voir Sect. 5.3.1). Cependant, 
le terme en v 2 tend a reduire ce gain d’energie, voire meme a l’annuler pour v 2 = 0.5. 
En fait, comme le montre le terme de friction de l’equation (5.10), l’expansion de l’u- 
nivers tend a attenuer les oscillations propres de la corde, et done a reduire v 2 sur des 
echelles de distance comparable a l’horizon. Inversement, aux petites echelles de longueur, 


s Dans la suite de ce chapitre, le point designera la derivation par rapport a = rj. 
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cette attenuation sera negligeable et les oscillations propres des boucles vont certainement 
dominer la dynamique donnant M ~ 0, comme dans l’espace-temps de Minkowski. 

La resolution numerique de Pequation (5.10) est un probleme delicat a cause de la 
propagation des kinks apparaissant lors de chaque intercommutation (voir Sect. 5.2). II 
est plus judicieux de transformer (5.10) en deux equations du premier ordre portant sur 
des variables independantes et constantes pour chaque kink. Ceci est realise en posant [31] 

_»/ _,/ 

. X X •_> , . 

p{r),u) = - x, q{r),v) — -f- x , (5.16) 

avec p 2 — q — 1 et (u, v ) un nouveau choix de coordonnee defini par 

u = J ed £ — 77 , v = J ed^ + p. (5.17) 

L’equation (5.10) devient, en fonction de ces nouveaux parametres [31], 


H[q- ( p.q)p} , 

(5.18) 

H[p- ( p.q)p} , 

(5.19) 

-He(l-p.q) . 

(5.20) 


Les kinks se propageant a la vitesse de la lumiere le long des deux directions de la corde, 
ils correspondent a des valeurs de u et v constantes. Ainsi, sur la grille (u,v), les valeurs 
de p et q correspondantes peuvent etre choisies constantes le long de chaque segment, et 
seront plus ou moins discontinues en chaque point par la presence des kinks. Cependant, 
l’intercommutation necessite egalement la connaissance, a chaque instant, des coordonnees 
physiques x sur la grille initiate (r),£). Celles-ci sont obtenues en inversant les relations 
precedentes, et il vient 

x = -(q~p), x=-e(p + q). (5.21) 

Une fois connue la position physique des points de chaque corde, la detection des inter¬ 
commutations est essentiellement realisee en testant pour chaque segment de corde, si, 
dans une liste de segments voisins, le volume du tetrahedre sous-tendu par les quatre 
points des deux segments change de signe durant le pas de temps elementaire. Si c’est le 
cas, l’intercommutation est effectuee. 

Resultats numeriques 

A partir des configurations initiales de la figure 5.3, il est enfin possible de calculer leur 
evolution en resolvant numeriquement les equations (5.18) a (5.21), et en detectant toutes 
les intercommutations survenant au cour du temps. Les resultats presentes ici sont issus 
d’un code numerique developpe en F0RTRAM90 et OpenMP fonctionnant sur des machines 
multiprocesseurs a memoire partagee (voir annexe A). Il est construit sur la base d’un 
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des meilleurs codes des annees 1980, developpe par Bennett et Bouchet [33, 31], ayant 
originellement confirme l’existence de la solution d’echelle (5.8). 

Sur la figure 5.4 sont representees les courbes devolution de la densite d’energie totale 
associee aux cordes plus grandes que l’horizon en fonction du temps conforme. Que ce 
soit dans l’ere de matiere ou de radiation, celle-ci tend toujours, independamment des 
conditions initiales, vers la loi d’echelle (5.8) en 1/t 2 . Dans here de matiere, et de radiation, 
on obtient numeriquement, respectivement 

Pocw - 28 -^2, Poo rad ^ 40 -^2 . (5.22) 

a z r] z a z r] z 

Les simulations numeriques confirment ainsi le mecanisme d’evacuation d’energie par 
formation des boucles. Sur la figure 5.5 est representee revolution de la densite d’energie 
des cordes infinies (voir Fig. 5.4) comparee a la densite d’energie de toutes les cordes, 
incluant les boucles. La loi d’echelle n’est clairement verifiee que pour les cordes plus 
grandes que l’horizon, elle ne peut done etre applicable au reseau que si l’energie asso¬ 
ciee aux boucles est effectivement evacuee, par rayonnement gravitationnel par exemple. 
Cependant, comme on peut le voir sur la figure 5.6, la taille caracteristiques des boucles 
formees est extremement plus faible que 1 ’echelle de longueur typique du reseau de cordes 
infinies L^. Cette observation [33] montre done qu’il existe une autre echelle de longueur 
caracterisant le reseau a petite echelle et qu’elle est de plus determinante dans la nature 
des intercommutations formant les boucles. Cette longueur caracteristique est liee a l’ex- 
istence des kinks apparaissant lors des intercommutations (voir Sect. 5.2). En effet, la 
persistance de ces discontinuites dans la forme des cordes donne une structure a petite 
echelle qui favorise de nouvelles intersections sur des longueurs de plus en plus petites, 
et de fait la formation privilegiee de boucles de petites tailles [33, 47, 31]. D’autre part, 
d’apres l’equation (5.10), le terme d’amortissement dans la propagation des kinks depend 
directement du taux d’expansion de l’univers, et celui-ci etant plus important dans here 
de matiere, le lissage de la structure induite par les kinks y est plus efficace que dans 
l’ere de radiation. En consequence, les boucles produites dans l’ere de radiation devraient 
etre plus petites que celles generees dans l’ere de matiere. Ceci apparait clairement sur la 
figure 5.6 si on compare la distribution des boucles sur les deux prises de vue obtenues 
lorsque le regime stationnaire des grandes cordes est atteint. La plus petite taille des 
boucles dans here de radiation necessite egalement leur plus grand nombre pour atteindre 
le regime stationnaire (voir Fig. 5.6). 

La loi d’echelle atteinte par les cordes infinies suggere que la densite d’energie associee 
aux boucles, lorsque Ton considere cette fois leur disintegration par rayonnement grav¬ 
itationnel, doit egalement atteindre une loi d’echelle [33]. La longueur moyenne Lb des 
boucles dans ce regime stationnaire reste alors une fraction constante de la distance a 
1 ’horizon 

L b = at. (5.23) 

Les simulations numeriques ne donnent cependant qu’une valeur maximale au coefficient 
de proportionnalite, a < 10 ~ 3 dans le cas du code utilise ici [33, 31]. II existe neanmoins 
une limite inferieure qui est donnee par l’echelle de distance associee au rayonnement 
gravitationnel a > 7 g QU [voir Eq. (4.22)]. II est possible de montrer, a l’aide des modeles 
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Poo rad x a 2 r] 2 /U 




Fig. 5.4: Evolution de la densite d’energie totale associee aux cordes infinies, i.e. plus 
grandes que l’horizon, en fonction du temps conforme, dans l’ere de radiation (en haut) 
et de matiere. Dans les deux cas, la loi d’echelle en 1/t 2 est un attracteur, quelques soient 
les conditions initiales. La plus longue simulation est realisee sur un volume comobile de 
(484) 3 et met en jeu 2500000 points. 
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Poo rad x a 2 r) 2 /U 



Fig. 5.5: Evolution de la densite d’energie totale des cordes infinies dans Fere de radia¬ 
tion, en trait plein noir, comparee a celle des boucles, en tirets rouges courts. La densite 
d’energie totale du reseau, incluant les boucles et les cordes plus grandes que Fhorizon, 
est representee en tirets bleus longs. La solution d’echelle en 1/t 2 n’est done rendue pos¬ 
sible que par la formation des boucles, et leur disintegration en une forme d’energie ne 
dominant pas la dynamique de F uni vers (en partique des ondes gravitationnelles). 
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Fig. 5.6: Configuration du reseau de cordes dans l’ere de matiere (en haut) et de radi¬ 
ation, lorsque le regime stationnaire est atteint et lorsque le volume comobile initial est 
completement contenu dans l’horizon. La structure a petite echelle des cordes est claire- 
ment visible dans leur forme et par la taille et le grand nombre de boucles (en rouge) 
generees au cour de revolution (la plupart sont en dessous de la resolution de l’image et 
apparaissent comme des points). 
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effectifs [209, 32, 341], que la densite d’energie totale des boucles rayonnantes suit la loi 
d’echelle _ 


Pb rad 




a 


7g GU 


P ' 00 rad ’ 


(5.24) 


dans l’ere de radiation, et 


Pb mat - 0.4^In ^ Poo mat , (5.25) 

dans l’ere de matiere. En supposant que la majeure partie de 1’energie gravitationnelle 
emise par le reseau Test par les boucles, il est possible d’en estimer son intensity. II 
est d’usage de considerer le parametre de densite d’energie gravitationnelle par unite 
logarithmique de frequence [339, 183] 

O = (5.26) 

s p c dv 

ou p g est la densite d’energie sous forme d’ondes gravitationnelles de frequence u, et p c la 
densite critique. Comme dans la section 4.2, ce parametre peut grossierement etre estime 
en lie considerant que la frequence caracteristique des boucles, i.e. v ~ 1/Lb. L’energie 
gravitationnelle emise au temps t e s’identifie a la densite totale d’energie des boucles qui 
se sont desintegrees jusque la, i.e. les boucles qui avaient une longueur Lb — at e aux temps 
anterieurs [voir Eq. (4.22)]. II vient alors, d’apres les equations (1.21), (5.22), (5.24) et 
(5.26) 

laQU 

fl g ~ 100 (5.27) 

V 7g 

La connaissance des parametres a et q g permet done d’estimer la contribution d’un reseau 
de corde au fond d’ondes gravitationnelles existant dans l’univers en fonction de l’echelle 
de brisure de symetrie l’ayant generee U [voir Eq. (5.27)]. Ce fond d’ondes gravitationnelles 
est cependant contraint par les predictions de la nucleosynthese primordiale [269, 164, 104, 
29], et les mesures de regularite des temps de reception des signaux radios emis par les 
pulsars [46, 322], En effet, dans le premier cas, il existe une densite d’energie maximale 
des ondes gravitationnelles au dela de laquelle l’abondance des elements legers predite ne 
seraient plus compatible avec les observations (voir Fig. 1.4). Dans le deuxieme cas, la 
modification de la geometrie de l’espace-temps nous separant d’un pulsar, par le passage 
d’ondes gravitationnelles, devrait induire des variations dans les temps d’arrivee de ses 
signaux. L’absence de ces irregularites actuellement observee donne done egalement une 
limite superieure au fond d’ondes gravitationnelles. A l’aide des simulations numeriques 
et de ces deux contraintes observationnelles, on peut montrer que [46, 29] 

GU < 10- 6 . (5.28) 


Un telle contrainte sur l’echelle de brisure de symetrie n’est pas en faveur de la formation 
d’un reseau de cordes de Goto-Nambu aux echelles d’energie de grande unification, et 
exclue quasiment leur origine dans les mecanismes de formation des grandes structures [47, 
29, 11, 27, 98, 12]. 
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5.3.3 Influence sur le CMBR 

Les simulations numeriques permettent egalement de calculer les deformations subies 
par une onde plane electromagnetique traversant le reseau de cordes par l’effet Kaiser- 
Stebbins (voir Sect. 3.3.3). Appliques au rayonnement fossile, ces resultats permettent de 
dresser des cartes de temperature du CMBR ou les anisotropies sont generees uniquement 
par les cordes cosmiques [47] (voir Sect. 3.4). II est alors possible d’en deduire la valeur 
moyenne des fluctuations de temperature du CMBR creees par ces cordes[47] 


™)r 19eu - 


(5.29) 


L’observation de fluctuations de temperature de l’ordre de 10~ 5 (voir Figs. 1.3 et 3.8) 
donne une condition sur l’echelle de brisure de symetrie formant le reseau de corde du 
meme ordre de grandeur que (5.28). Cependant, dans la section 3.4, nous avons vu que 
le spectre de puissance du CMBR actuellement observe ne semblait pas etre uniquement 
genere par des defauts topologiques, et bien que donnant toujours une limite superieure a 
QU, les resultats predis par les cartes de temperature sont difficilement comparables aux 
observations. 

Une autre approche consiste a ne s’interesser qu’au spectre de puissance du CMBR afin 
d’y rechercher la signature eventuelle d’un reseau de cordes cosmiques. Dans la section 3.4, 
les resultats presentes sur la figure 3.9 ont ete obtenus par superposition lineaire des spec¬ 
tres de puissance generiques associes aux defauts globaux seuls et a l’inflation seule [48]. 
Cette hypothese est la plus simple que Ton puisse faire mais ne tient pas compte des 
effets de couplage entre les perturbations generees pas des defauts et les autres especes 
presentes dans le plasma primordial. La proportion de defauts trouvee avoisinant les 20% 
justifie une investigation plus poussee par des methodes plus precises. 

Le calcul theorique des anisotropies de temperature du CMBR passe par la deter¬ 
mination de 1’evolution cosmologique des perturbations associees a la geometrie et a la 
matiere qui sont susceptibles d’en modifier les caracteristiques physiques. Celles-ci sont 
generalement obtenues, dans Lapproximation lineaire, a partir de la connaissance des 
perturbations h^ de la metrique (1.6) [230, 231, 298, 333] 

ds 2 = (g l2I y + a 2 h^) dx^dx", (5.30) 


et de la description, hydrodynamique ou particulaire, des perturbations associees aux 
differents fluides presents dans Lunivers primordial. Les equations devolution sont alors 
donnees par les equations d’Einstein (1.13) appliquees aux quantites perturbees 

G"" = (5.31) 

ou G IIL/ est le tenseur d’Einstein perturbe obtenu a partir de la metrique (5.30), et T^ t le 
tenseur energie-impulsion total associe au diverses sources d’anisotropies. Celui-ci depend 
intrinsequement des proprietes et des interactions des divers fluides presents. L’influence 
de l’existence d’un reseau de cordes cosmiques peut etre prise en compte dans le terme 
source . une fois sa contribution T^ v connu. En fait, puisque l’on s’interesse uniquement 
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a la statistique des fluctuations au travers des fonctions de correlations (voir Sect. 3.4), les 
quantites a determiner seront les correlateurs a deux points du tenseur energie-impulsion 
du reseau 

C" = (Tr(v,x)Tr(v',x)), (5.32) 

ou la valeur moyenne porte sur F ensemble des differentes realisations de la transition de 
phase. La resolution des equations (5.31), pour les correlateurs, est actuellement realisee 
par differents codes numeriques [298] necessitant en entree la connaissance des correla¬ 
teurs des tenseurs energie-impulsion des sources. L’interet des simulations numeriques de 
cordes est aujourd’hui de permettre une determination de leur correlateurs C pupa afin 
d’inclure leurs effets au sein de la dynamique des perturbations cosmologiques. A partir 
des equations (1.6), (4.5) et (5.9), le tenseur energie-impulsion d’une corde dans FLRW 
se reduit a 


^T^(r),r) = U j d^ fei"/ - ^x ,p x ,u j 5 3 [r- x(r ),£)], (5.33) 

avec e donne par (5.11), dans la jauge mixte (5.9). Sa determination est particulierement 
adaptee a la methode numerique du code utilise ici, en effet, en reportant F equation (5.21) 
dans l’expression precedente, il vient 

^gT pu (r],r) = -U J ed£^ (p p q v + q^p v ) S 3 [r- x(rj, £)] ■ (5.34) 


Le volume comobile de reference (voir Fig. 5.4) peut etre cliscretise afin de calculer, dans 
chaque cellule centree sur r, la valeur totale, au temps 77 , du tenseur energie-impulsion des 
cordes qu’elle contient. On obtient ainsi un ensemble de valeurs T pu (r},r) pour le reseau 
de corde, dont les correlateurs sont donnes, dans l’espace de Fourier, par 


c^( v, v',k) = fr(v, -k ) frw, k\ 

ou la transformee de Fourier est definie par 

C(k) = j d 3 rC(r)e ttV , 

et ou Ton a utilise, pour les fonctions reelles T^^rj^r)^ la relation 


Tr(v,k) =Tjr(ri,-k). 


(5.35) 


(5.36) 


(5.37) 


La moyenne statistique des correlateurs (5.35) peut etre effectuee sur differentes simu¬ 
lations numeriques obtenues par differents choix de conditions initiales. En collabora¬ 
tion avec A. Riazuelo, auteur d’un code Boltzmann d’evolution de perturbations cos¬ 
mologiques [273, 298], le calcul du spectre de puissance correspondant est actuellement 
en cours. Nous pourrons done, d’ici peu, statuer precisement sur la proportion de cordes 
cosmiques locales dans les observations du CMBR. 
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5.4 Conclusion 

Les simulations numeriques montrent l’importance du mecanisme de formation de 
boucles dans L evolution cosmologique des reseaux de cordes par la disintegration neces- 
saire de celles-ci en une forme d’energie ne dominant pas l’univers (voir Fig. 5.5). Sous ces 
conditions, l’existence d’un reseau est compatible avec les observations pour des echelles 
d’energie de brisure de symetrie inferieures a celles de grande unification, i.e. QU < 10~ 6 . 
II est egalement possible qu’une contribution non negligeable de ces cordes soit actuelle- 
ment detectable dans les donnees du CMBR, et dont la signature pourra etre d’ici peu 
verifiee ou infirmee grace aux simulations numeriques. 

Cependant, comme on Fa vu par les formalismes macroscopiques (voir Chap. 4), il 
existe des types de corde pour lesquelles les boucles formees peuvent etre stables. Ce sont 
celles possedant une structure interne generee par un courant de particules. II n’existe pas, 
a l’heure actuelle, de code numerique permettant d’en calculer revolution cosmologique, 
mais comme l’approche qualitative de la section 5.3.1 le suggere, la loi d’echelle atteinte 
par les reseaux au cours de leur evolution semble robuste, et le meme mecanisme applique a 
ces cordes devrait produire une grande proportion de boucles conductrices potentiellement 
stables, aboutissant ainsi a leur domination sur les autres formes d’energie. Un tel scenario 
n’est pas compatible avec les observations, et comme nous le verrons dans les sections 
suivantes, la presence de courants sur les cordes semble en etre une propriety generique. 
La stability des boucles (voir Sect. 4.3.4) devient done un critere cosmologique d’existence 
de ces cordes, et de ce fait, une contrainte sur les symetries effectivement brisees dans 
l’univers primordial. 
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6.1 Introduction 

Les chapitres precedents ont mis en evidence l’importance cosmologique des boucles de 
corde cosmique. Leur conversion en une forme d’energie ne dominant pas l’univers est une 
condition necessaire a l 5 existence d’un reseau dans l’univers. Cependant, dans le chapitre 4, 
le formalisme covariant nous a permis de montrer que la brisure de l’invariance de Lorentz 
longitudinale par un courant conserve le long des cordes pouvait stabiliser les boucles. 
II est, de ce fait, legitime de s’interroger sur l’existence et la pertinence de mecanismes 
microphysiques pouvant etre a l’origine de ces courants. Dans le cadre du modele de Higgs 
abelien, il est possible de coupler la theorie microphysique, decrivant de purs vortex, a 
d’autres champs pouvant eventuellement se propager le long de la corde. Le cas le plus 
simple est celui d’un champ scalaire additionnel couple au champ de Higgs. E. Witten 
a en effet montre qu’un condensat de ce champ peut se former au centre du vortex et 
generer un courant de particules scalaires [362], Les equations du mouvement de ces cordes 
supraconductrices sont plus compliquees du fait de la presence de champs supplementaires, 
il en resulte que la description analytique de leurs proprietes dynamiques est difficile. C’est 
pourquoi le formalisme covariant est habituellement prefere : la simple connaissance de 
l’equation d’etat fixe la dynamique des cordes et la stability des boucles associees (voir 
Chap. 4). La correspondance entre l’approche microscopique et le formalisme covariant 
s’effectue naturellement par le passage a la limite d’epaisseur nulle de la theorie quadri- 
dimensionnelle. P. Peter a obtenu, de cette maniere, l’equation d’etat des cordes possedant 
un condensat de Bose [282, 281]. Ce lien est indispensable car il permet d’une part, de 
justifier l’emploi de l’approche macroscopique pour des cordes possedant une structure 
interne, et d’autre part, d’exprimer les grandeurs macroscopiques, telle l’energie par unite 
de longueur ou la tension, en fonction des parametres microscopiques de la physique 
des particules sous-jacente. Ces parametres peuvent ainsi etre fixes par les contraintes 
cosmologiques directement deduites du formalisme covariant. 


6.2 Le modele de Witten scalaire 

A partir du modele de Higgs abelien (2.29) decrivant la microphysique d’une corde de 
Goto-Nambu, il est possible de coupler un champ scalaire £ supplemental au champ 
de Higgs $ formant la corde. Par analogie avec la supraconductivite dans les materiaux, 
l’idee est de briser une symetrie additionnelle uniquement au centre du vortex afin que 
le champ £ puisse s’y condenser. Le cas le plus simple est celui d’une invariance £4,(1), 
qui peut etre choisie locale ou globale selon que le champ scalaire £ est charge ou non, 
respectivement. La forme generale du lagrangien associe au champ £ s’ecrit, dans le cas 
d’une symetrie £4(1) locale, d’apres (2.13) 

= 1 (As)’ (5 "e) - \n^ - 1|E| 4 - (6.1) 

ou N^ u est le tenseur de type Faraday associe au champ de jauge C M de la symetrie £4(1), 
et 

D^ = d^ + igC^, ( 6 . 2 ) 
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la derivee covariante associee. Cette symetrie de jauge peut, par ailleurs, etre identifiee a 
l’electromagnetisme. L’interaction de £ avec le champ de Higgs formant la corde s’ecrit, 
de maniere generale, 

C int = (6.3) 

ou / est la constante de couplage entre les deux champs, et frf un terme de masse addi¬ 
tional qui peut etre absorbe dans m 2 . L’interet d’avoir ecrit le lagrangien d’interaction 
sous la forme (6.3) est que loin de la corde, si le champ de Higgs $ prend sa valeur moyenne 
dans le vide |$| = 77 , la masse physique du boson £ est donnee par m a . Le potentiel total 
associe a $ s’ecrivant, d’apres (2.29), (2.32) et (6.3), 

Kot(4) = j (l®| 2 - I? 2 ) 2 + /|£| 2 |4| 2 , (6.4) 


il est effectivement minimise en 1$! = 77 et £ =0. Inversement, au centre de la corde 
$ = 0 et, pourvu que frf > ml/2, le champ £ semble acquerir une masse negative 
caracteristique de la brisure de la symetrie £4,(1) (voir Sect. 2.3). En effet, le potentiel du 
champ £ au centre de la corde est, d’apres les equations (6.1) et (6.3), 


H(£) 


$=o 


A 

8 


£| 4 + - (ml 

l 2 V o- 


2 / T 7 2 ) |£| 2 


(6.5) 


Dans le cas ou fr/ 2 < m 2 /2, ce potentiel est minimise pour |£| = 0 et la symetrie £4,(1) 
n’est pas brisee, alors que si fr/ 2 > ml/2, il est minimise pour 


£ 


' 2fr] 2 — ml 


A 


( 6 . 6 ) 


O 11 obtient, dans ce dernier cas, un condensat du champ au centre de la corde ou la 
symetrie £4,(1) est brisee. Par continuity le champ £ va rejoindre son etat de vide £ = 0 
loin de la corde, et par symetrie cylindrique, va etre uniquement une fonction de la distance 
au vortex 1 que nous noterons £ 0 (r). Notons que le lagrangien (6.1) peut egalement con- 
duire a la formation de cordes cosmiques par la brisure spontannee de la symetrie £4,(1) 
lors du refroidissement de l’univers. Ceci peut etre evite en choisissant les parametres 
physiques associes a £ tels que sa temperature de transition de phase soit bien inferieure 
a celle de $, i.e. d’apres (3.39) m a / A 1//2 < rj. 

D’apres (6.6), l’ensemble des valeurs du champ £ de la forme 

£ = |£ 0 |e W) , (6.7) 


avec "0(4“) une fonction reelle des coordonnees longitudinales, minimisent egalement le 
potentiel dans le vortex. Par le theoreme de Noether, l’invariance £4,(1) de la theorie 
impose au courant j 11 = dCs/dC^ d’etre conserve. Ses composantes le long de la corde 
s’obtiennent a partir de (6.1) et (6.7), et on trouve 

_ f = 9 |E 0 | 2 (9 a 0 + gc a ). (6.8) 

1 La valeur du champ sur la corde n’est en general pas donne par l’equation (6.6), mais depend de la 
dynamique des champs dans le vortex. 
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La persistance de ce courant est assuree pour des raisons topologiques similaires a celles 
assurant l’existence des cordes : le long d’une boucle de corde, la phase if; ne peut varier 
que d’un multiple entier de 2 tt permettant de definir un invariant topologique [362, 341] 


N = 



(6.9) 


avec £ l’abscisse curviligne. Ce courant peut etre estime en calculant le potentiel vecteur 
C a . Dans la jauge de Coulomb, i.e. diC 1 = 0, la solution des equations (2.1) est donnee 
par 


C a (f ) 


1 

47T 



j a [g(Q] 

r-£(£)|’ 


( 6 . 10 ) 


avec x(£) la position de la corde dans un referentiel privilegie. D’apres (6.10), le potentiel 
vecteur diverge logarithmiquement avec la distance pres du centre du vortex. La largeur 
de la corde etant, en premiere approximation, donnee par l’inverse de la masse du Higgs 
(voir Sect. 3.3), un ordre de grandeur de la partie divergente de (6.10) est — In (m h L b ), 
avec Lb la longueur de la boucle. II vient finalement 


C a ~ - In (m h L b ) j a , 


( 6 . 11 ) 


qui, combine avec les equations (6.8) et (6.9), donne la composante spatiale du courant 
le long de la corde 


9 1 

s 0 | 

I 2 N IN 

i + g 2 \ 

|£ 0 

| 2 In (m h L b ) L b 5-In (m h L b ) L b 


( 6 . 12 ) 


Bien que son amplitude soit directement reliee a la charge topologique N, le courant j z 
est limite physiquement par l’existence du condensat sur la corde, c’est-a-dire qu’il est 
necessaire que l’etat excite du condensat reste l’etat d’energie minimale. Or, des que le 
courant est present, pour N ^ 0, le terme cinetique du lagrangien (6.1) peut se voir comme 
une contribution negative a un potentiel effectif pour £ dont la composante spatiale est 
de l’ordre de 

=-|£ 0 | 2 {N + gC z f. (6.13) 

La brisure de la symetrie I/ b (l) n’est encore assuree au centre de la corde, d’apres (6.1) 
et (6.5), que pour 

{N + gC z f < frf - (6.14) 

soit, a l’aide de (6.11) et (6.12), 


N 2 < 


L b + 1 



(6.15) 


II y a done un courant maximal au dela duquel il est energetiquement preferable aux 
particules se propageant le long de la corde de rejoindre leur etat de vide usuel £ = 0. 

Le modele de Witten conduit, par le couplage le plus simple qu’un champ scalaire 
additionnel puisse avoir avec le champ de Higgs, a la naissance d’un courant conserve le 
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long de la corde. II est clair que la dynamique de celle-ci, ainsi que la stability des boucles 
associees, vont en etre modifiees. Notons que le courant (6.12) introduit seulement un 
parametre physique supplemental, 0, par rapport au cas de Goto-Nambu, lorsque Ton 
passe a la limite d’epaisseur nulle. II est done raisonnable d’esperer decrire la dynamique 
macroscopique d’une telle corde par le formalisme covariant introduit au chapitre 4. 

6.3 Correspondance avec le formalisme covariant 

L’approche microscopique precedente permet la determination, par le passage a la 
limite d’epaisseur nulle, des quantites macroscopiques necessaires a la description d’une 
corde conductrice dans le formalisme covariant, e’est-a-dire l’energie par unite de longueur 
et la tension, ainsi que le parametre d’etat w tenant compte de l’influence du courant. 
Afin de ne pas perdre completement l’information concernant la structure transverse du 
vortex, la connaissance de la dynamique des champs en interaction est indispensable avant 
de pouvoir la moyenner sur les dimensions transverses a la corde. Comme e’etait le cas pour 
le modele de Higgs abelien (voir Sect. 3.3.1), la resolution des equations du mouvement, 
dans le modele de Witten, necessite l’emploi de methodes numeriques [23, 282, 281]. En 
utilisant des methodes de relaxation [6], P. Peter a, de cette maniere, confirme la validite 
du formalisme covariant pour ces types de corde tout en derivant la forme exacte de 
l’equation d’etat. 

Les equations d’Euler-Lagrange des differents champs obtenues a partir du lagrangien 
du modele de Witten scalaire, 


£wb — £h + + Ant) 

peuvent s’ecrire, sous leur forme adimensionnee [281], 
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ou l’on a introduit les parametres 




= V 7 At?, 


m c = grj, 


(6.16) 


(6.17) 


(6.18) 


par analogie avec les parametres donnant la masse du boson de Higgs $ et du boson 
vecteur de la corde 

ruh = '/Xrj, m^ = gr]. (6.19) 
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Le champ de Higgs adimensionne H et la composante orthoradiale du champ de jauge de 
la corde Q, ainsi que la variable transverse g sont donnes par les equations (3.41) a (3.44). 
Le champ scalaire S est defini par 

5 =—^. ( 6 . 20 ) 

m a ij 

Quant au potentiel vecteur (7 M , associee a la symetrie £4(1), et la phase 0 a l’origine du 
courant topologique, ils permettent de definir le bivecteur P a par la relation 


Pa = da'i/j + gC a . (6.21) 

Seule la norme adimensionnee P de celui-ci intervient dans les equations de champs (6.17). 
Elle permet en outre de definir la quantite w qui s’identihe au parametre d’etat du for- 
malisme covariant (voir Sect. 4.3.3) : 

P f 2 - p2 = w p 2 . (6.22) 

Le parametre w apparait egalement dans les equations du mouvement (6.17) sous sa forme 
adimensionnee 

2 

m a 

w = —5— k-zu. (6. 

mpm x 

A partir de la resolution des equations (6.17) (voir Fig. 6.1) en fonction du parametre 
w, la connaissance des variations transverses des champs permet de calculer le tenseur 
energie impulsion T ab , le long de la corde, a l’aide de l’equation (3.4) appliquee au lagrang- 
ien (6.16). Le courant topologique j a est pour sa part directement donne par (6.8). Leur 
valeurs bidimensionnelles, T et j a , dans la limite d’epaisseur nulle, sont ensuite obtenues 
par integration sur les directions transverses [79, 282, 281] (voir Sect. 3.3.1). L’energie par 
unite de longueur U et la tension T sont hnalement donnees, d’apres la section 4.3, par 

U = T tt , T = -T zz , (6.24) 



et l’intensite C du courant par 


C 


-2 -2 

3t ~dz 


2'kt] 2 


m a 

m h rn x 



gdgS 2 P. 


(6.25) 


On peut verifier que ces grandeurs satisfont l’equation barotropique attendue par le for- 
malisme covariant 

U — T = \[\ud\C. (6.26) 

Sur la figure 6.2 sont representees les variations de l’intensite du courant C en fonction 
du parametre —w/y/\w\ dont le signe, positif ou negatif, depend maintenant du type de 
regime, magnetique ou electrique, respectivement (voir Sect. 4.3). Comme attendu par les 
considerations analytiques de la section precedente, on observe clairement une saturation 
du courant pour \w\ ~ m 2 , dans le regime magnetique. Pour un parametre d’etat superieur 
a cette valeur, l’intensite du courant diminue car l’etat de condensation le long de la corde 
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Q 



Fig. 6.1: Profils transverses des champs dans une corde cosmique de Witten possedant un 
condensat de Bose en son coeur [281]. Le champ de Higgs H et le champ de jauge formant 
la corde Q ont les memes caracteristiques que ceux formant une corde de Goto-Nambu 
(voir Fig. 3.3). Le champ scalaire S se condense au centre du vortex, generant un courant 
dont la divergence logarithmique du champ de jauge P associe est caracteristique d’un fil 
conducteur. 
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-w/y/\w 


Fig. 6.2: L’intensite du courant C eii fonction du parametre adimensionne —w/y/\w\. 
Le condensat de Bose au centre du vortex n’est energetiquement privilegie que pour 
\w\ < ml, au dela, les particules scalaires rejoignent leur etat de vide loin de la corde 
entrainant line saturation du courant dans le regime magnetique, et un seuil de frequence, 
caracterise par la divergence de C. dans le regime electrique [282], La courbe en trait plein 
correspond a la limite g —> 0 du modele de Witten (c’est la limite neutre dans le cas ou la 
symetrie £4,(1) represente l’electromagnetisme) et s’eloigne relativement peu de la courbe 
incluant le couplage au champ de jauge C M : les proprietes physiques dominantes resultent 
principalement des effets mecaniques du courant le long de la corde, comme attendu par 
le formalisme covariant [79, 69]. 


n’est plus energetiquement favorise, la fuite de particules scalaires vers l’etat de vide usuel 
est privilegiee. De la meme maniere, dans le regime electrique, C represente cette fois la 
densite de particules condensees sur la corde, et, pour des valeurs du parametre d’etat 
\w\ ml, on observe une divergence de C appelee seuil de frequence. L’interpretation 
physique en est similaire : l’energie moyenne de chaque particule devient superieure a leur 
masse m a loin de la corde, et il n’existe plus de solution stationnaire aux equations de 
champ (6.17), ce qui se traduit par la divergence observee des solutions statiques sur la 
figure 6.2. 

De la meme maniere, l’equation d’etat est representee sur la figure 6.3 ou l’energie U 
par unite de longueur et la tension T sont tracees en fonction du parametre d’etat w. 
Les phenomenes de saturation et de seuil de frequence, lies a l’instabilite du condensat, 
se retrouvent egalement sur ces courbes. Comme pour le courant, le seuil de frequence 
apparait par la divergence de U et T dans le regime electrique, alors que la saturation 
de C correspond maintenant au point d’inversion des variations de la tension, dans le 
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-w/y/\w 


Fig. 6.3: L’energie par unite de longueur U et la tension T d’une corde cosmique, par- 
courue par un courant de particules scalaires, en fonction du parametre d’etat. Comme 
sur la figure 6.2, les courbes en traits pleins et pointilles correspondent au condensat de 
Bose obtenu par la brisure d’une symetrie £4,(1) globale et locale, respectivement. L’in- 
fluence de la constante de couplage au champ de jauge n’est pas determinante dans la 
dynamique. On retrouve egalement le seuil de frequence dans le regime electrique, ou ces 
deux quantites divergent, et la consequence de la saturation du courant lorsque le minu- 
mum de tension, dans le regime magnetique, est atteint : la corde devient alors instable 
vis-a-vis des perturbations longitudinales [281] (voir Sect. 4.3.4). 
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regime magnetique, en \w\ = m 2 . D’apres la section 4.3.4, la vitesse de propagation 
des perturbations longitudinales etant donnee par c 2 = —dT/dU, la corde devient aussi 
instable au point w = m 2 . La valeur maximale atteinte par le courant est done la limite 
physique en dega de laquelle ce type de corde conductrice peut exister. 

L’approche numerique permet de plus d’etudier l’influence de la constante de couplage 
g au champ de jauge CA Sur les figures 6.2 et 6.3, les courbes en traits pleins sont obtenues 
dans la limite neutre [282], e’est-a-dire lorsque la symetrie C/b(l) est globale, contrairement 
a celles en pointilles obtenues pour une symetrie locale avec g 2 > 0.1. II est clair que les 
proprietes physiques dominantes ne dependent que tres faiblement de g. En plus de la 
relation (6.26), ce resultat renforce encore la validite du formalisme covariant dans lequel 
seule la brisure de l’invariance de Lorentz longitudinale, par le courant, est determinante 
dans la dynamique de la corde. 

Afin de pouvoir completement s’alFranchir de Fapproche microscopique, il est d’usage 
d’approcher Fequation d’etat calculee numeriquement (voir Fig. 6.3) par une forme an- 
alytique directement utilisable dans le formalisme covariant. On montre que la fonction 
maitresse duale (voir Sect. 4.3.3) definie, dans le secteur magnetique par 

'r o 1 oj 

5 ^ 7 ? <6 ' 27) 

ml 

et dans le secteur electrique par, 

A = m 2 + ^ln(l--A), (6.28) 

permet d’obtenir Fapproximation voulue lorsque ses parametres sont tels que m ~ et 
m* ~ m a [224, 63, 144], L’equation d’etat analytique obtenue est comparee a la solution 
numerique precedents sur la figure 6.4. L’approximation est excellente tant que Fon reste 
dans les domaines ou la corde peut exister physiquement, e’est-a-dire pour \w\ < m 2 . 
D’apres la section 4.3.4, il est possible, par la connaissance des vitesses de propagations 
des perturbations, de discuter la stability des boucles de cordes conductrices dans ce cadre. 
Sur la figure 6.5, on a represente Involution de c 2 et c 2 en fonction du parametre d’etat. 
En plus de retrouver les criteres de stabilite enonces precedemment, il est interessant de 
noter que la relation c 2 > c 2 est toujours verifiee; seul le point w = 0 implique c 2 — c 2 , 
comme attendu pour une corde de Goto-Nambu. Les cordes de Witten parcourue par un 
courant de scalaires sont done generiquement de type supersonique , autrement dit, d’apres 
la section 4.3.4 les boucles associees peuvent generiquement etre instables. 

Le passage a la limite d’epaisseur nulle des solutions au modele microscopique confirme 
la validite du formalisme covariant dans la description de cordes parcourues par un courant 
de scalaires. A l’aide des approximations analytiques (6.27) et (6.28), les parametres mi- 
croscopiques peuvent finalement etre relies aux proprietes macroscopiques des cordes, 
et en particulier permettre d’en etudier la stabilite. Bien que de regime generiquement 
supersonique, les boucles de corde de ce type peuvent neanmoins etre stables sous cer- 
taines conditions, en particulier au voisinage de w = 0 ou c 2 — c 2 . Les consequences 
cosmologique de Fexistence de ces vortons etant majeures, de nombreux travaux depas- 
sant le cadre de cette these ont ete realises afin d’etudier plus finement leurs criteres 
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Fig. 6.4: Comparaison entre l’equation d’etat issue de la resolution numerique des equa¬ 
tions de champ (6.17), et son approximation analytique deduite de la fonction maitresse 
duale definie par (6.27) et (6.28) [80]. 



Fig. 6.5: Variation des vitesses de propagation des perturbations transverses et longi- 
tudinales, pour une corde possedant un condensat de Bose, en fonction du parametre 
d’etat [282], Le regime supersonique c 2 t > c^ obtenu est potentiellement porteur d’insta- 
bilites pour ce type de boucles (voir Sect. 4.3.4), sauf peut etre autour de w = 0 [245, 247]. 
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Fig. 6.6: Contraintes cosmologiques sur les parametres et m a dans le cas ou les boucles 
de cordes conductrices sont stables [54], L’echelle de brisure de symetrie privilegiee est 
voisine de 10 9 GeV. 


de stability [54], Quoiqu’il en soit, F existence de ces vortons dans l’univers ne peut etre 
compatible avec les observations que pour des valeurs des parametres et m a bien en 
dega des echelles de grande unification. Sur la figure 6.6 sont representes les domaines 
admissibles de ces parametres en accord avec les observations cosmologiques actuelles : 
nucleosynthese et existence de Funivers (F2 ~ 1) [54], 


6.4 Courants de fermions 


Bien que Fexistence de champs scalaires dans Funivers primordial soit motivee par les 
theories de physique des particules (voir Chap. 3), le couplage d’un champ de Higgs avec 
des fermions est, a nos echelles d’energie, predit par le modele standard (voir Chap. 2). 
E. Witten a egalement montre qu’un tel couplage entre des fermions et le champ de Higgs 
formant la corde conduit a Fapparition de courants le long du vortex [362], 
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6.4.1 Le modele de Witten fermionique 

Le mecanisme de Witten s’appuie sur un resultat de Jackiw et Rossi [195], et Wein¬ 
berg [352], montrant que l’operateur de Dirac dans un vortex admet toujours n etats 
propres d’energie nulle, appeles modes zeros, avec n le nombre d’enroulement du champ 
de Higgs 2 . Si Ton considere deux fermions 0 et x de chiralite gauche 3 , ayant un couplage 
au champ de Higgs formant la corde de type Yukawa (voir Chap. 2), le lagrangien invariant 
de jauge le plus general dans le secteur fermionique s’ecrit 

£ wf = iijj^f IJ D h'i/j + ixY'D/iX ~ Af ($ £ a/3 0aX/3 + c.c) , (6.29) 

ou les derivees fermioniques sont covariantes sous la symetrie U (1) du vortex [voir Eq. (2.29)], 

D fl = d lx + iq i B IJ ,, (6.30) 

avec qf designant la charge du fermion considere, c’est-a-dire q^ ou q x . L’invariance de 
jauge du terme de Yukawa impose de plus la relation q^ + q x + g = 0. En supposant la 
corde alignee suivant l’axe z, les modes zeros de l’operateur D M assurent l’existence de 
solutions normalisables dans le plan transverse du vortex, pour les deux fermions 0 et x- 
En notant 0 T (x _l) et x t ( x -l) ces solutions, il vient 

(7 X±D X J Vh = ( r r x±D x ± ) X T = 0. (6.31) 

On montre egalement que ces solutions sont etats propres de l’operateur 7°7 3 , de valeur 
propre — n [195, 362], c’est-a-dire pour une corde d’enroulement n = 1 : 

7° 7 3 0 t = 0 T , 7°7 3 X t = -X T - (6-32) 

Considerons maintenant les champs fermioniques 0 = a(z,f)0 T et x — a ( z , t)x T , dont les 
equations du mouvement, deduites du lagrangien (6.29), sont 

(7 °D t + 7 3 D Z ) a(t, z) 0 T = 0, (6.33) 

(7 0 D t + x 3 D z ) a(t, z) x T = 0. (6.34) 

En remarquant que la seule composante non nulle du champ de jauge de la corde est Bq 
(voir Sect. 3.3.1), et a l’aide de l’equation (6.32), il vient 

{dt -d z )a = 0, (6.35) 

soit a = a(t + z). Les fermions 0 et x se propagent done a la vitesse de la lumiere le 
long de la corde, dans la direction — z, et leur confinement dans le vortex est assure par 
l’existence des modes zeros normalisables dans le plan transverse. De maniere similaire, 
il est possible d’obtenir leur propagation dans l’autre direction en les couplant a <30 au 

2 Indice de Pontryargin de la corde. 

3 I1 est d’usage de considerer deux fermions afin d’assurer l’invariance de jauge de la theorie si ceux-ci 
sont charges par rapport a une symetrie U{(1) additionnelle. Il suffit pour cela de choisir leurs charges 
associees egales et opposees [362]. 
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lieu de $ dans le lagrangien 4 (6.29). Dans ce cas, ils seront etats propres de 7 ° 7 3 avec, 
cette fois, une valeur propre egale a l’unite donnant une dependance longitudinale en 
a = a(t — z ). 

Plus intuitivement, le couplage des fermions au champ de Higgs formant la corde dans 
(6.29) leur donne une masse proportionnelle a |$|. Loin de la corde celui-ci prend sa valeur 
moyenne dans le vide 77 , alors qu’au centre du vortex, il est nul. L’energie de masse des 
fermions est done minimale au centre de la corde, et le profil transverse du champ de Higgs 
(voir Fig. 3.3) peut etre vu comme un potentiel attractif. Les fermions se retrouvant de 
masse nulle au centre de la corde, ils ne peuvent que se propager a la vitesse de la lumiere 
et creer un courant. 


6.4.2 Bosonisation 

Comme pour les courants de bosons, il semblerait raisonnable de decrire les cordes 
parcourues par des courants de fermions par le formalisme macroscopique afin d’en etudier 
leur stability. Cependant, il ne serait pas correct de resoudre les equations de champs de 
maniere purement classique, comme on La fait dans la section 6.3, du fait du principe 
de Pauli. Il rend, en effet, impossible l’identification entre la valeur classique des champs 
fermioniques et les etats d’excitation dans lesquels se trouvent leurs particules associees. 
On peut neanmoins construire, sachant que ces courants existent, une action effective dont 
la partie fermionique, associee a i\) par exemple, est donnee par 


Si — i 'ip r j a D a 'ijj dz di. 


(6.36) 


En posant 


Vd'V = ^ ab d a E, 


7r 


(6.37) 


on peut montrer que Taction (6.36) se reduit a [362] 


S f = 


l (<^E) 2 - \ (<9,E) 2 - e ab d a B b 

A A \/ 7r 


d^ dt. 


(6.38) 


Il est ainsi possible, a deux dimensions, de decrire le comportement des fermions par celui 
d’un champ scalaire dont les equations du mouvement sont, a partir de (6.38), 


<9 2 E 

w 


Ap£ ab d a B t 


(6.39) 


soit, a Taide de (6.37) 


d J __<4 

d t 7 r 


(6.40) 


4 La presence de ces fermions est requise lorsqu’ils sont charges sous une symetrie Cf(l) additionnelle 
afin d’eliminer les anomalies de la theorie quantique associee. On peut montrer que ceci est realise pourvu 
que la somme des charges U{(1) des particules se propageant dans une direction soit egale et opposee a 
la somme des charges des particules se propageant dans l’autre direction [362]. 
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ou Ton a introduit l’intensite J du courant de fermions le long de la corde, et E celle du 
champ de type electrique associe a B a , i.e 

J = -q$ 7 3 ^, E = e ab 8 a B b . (6.41) 

Autrement dit, s’il existe un champ de type electrique E , le courant de fermions le long 
de la corde croit proportionnellement a E et t. Ce courant apparait supraconducteur car 
lorsque E —> 0, sa derivee s’annule et il persiste au cours du temps. La limite physique a ce 
courant est, comme dans le cas des bosons, reliee a la masse des fermions m f dans le vide 
loin de la corde. Lorsque l’impulsion cl’une particule de masse nulle sur la corde depasse 
sa masse dans le vide usuel, celle-ci aura tendance a quitter la corde. La saturation du 
courant est finalement obtenue pour [362] 

Anax = TT-m- (6.42) 

ZTT 

L’approche effective a deux dimensions semble montrer que les courants de fermions 
conduisent a des effets comparables a ceux generes par des courants de bosons. Le champ 
scalaire de bosonisation £ n’introduisant finalement qu’un seul parametre supplemen- 
taire par rapport au cas de Goto-Nambu, il semblerait raisonnable de decrire les cordes 
parcourues par des courants de fermions par l’equation d’etat barotropique scalaire (6.26). 

En fait, comme nous le verrons dans les chapitres suivants, il n’en est rien. Bien que 
l’approche effective de Witten justifie la generation du courant, elle neglige totalement 
l’infiuence de la structure transverse de la corde. Afin de tester le formalisme covariant, il 
est plus raisonnable, comme cela a ete fait pour les bosons (voir Sect. 6.3), de ne passer a 
la limite d’epaisseur nulle qu’une fois la structure du vortex comprise a quatre dimensions. 
Pour cela, puisque des fermions sont mis en jeu, il est necessaire de quantifier les champs 
fermioniques dans la corde pour avoir une description particulaire rigoureuse de leurs 
courants. On verra de plus que les modes zeros, jusqu’ici vue comme les principaux etats 
lies fermioniques a l’origine des courants, ne sont qu’un cas particulier instable des divers 
modes de propagation dans une corde cosmique. 


6.5 Conclusion 

Le modele de Witten donne, du point de vue classique, une justification en terme de 
physique des particules a l’existence de courants le long des cordes cosmiques. Il semble 
meme difficile qu’il n’en soit pas autrement : que ce soit par le plus simple des couplages 
entre le champ de Higgs et un champ scalaire supplemental, ou un champ fermionique, 
les particules qui y sont associees peuvent toujours etre piegees le long de la corde. Les 
cordes sans structure interne semblerait done devoir etre produites dans des secteurs ou 
le champ de Higgs les formant devrait etre isole, ce qui semble peu naturel dans le cadre 
des theories unifiees. 

Concernant les bosons, la validity et la pertinence de l’approche macroscopique, au 
travers du formalisme covariant, a pu etre demontree. La correspondance ayant ete ex- 
plicitement realisee, il est de plus possible d’obtenir, par le biais de la cosmologie, des 
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contraintes fortes sur l’echelle d’energie de la transition formant la corde, et sur celle 
associee au porteur de charge. 

Du fait du principe d’exclusion, l’extraction des grandeurs physiques macroscopiques 
dans le cas des cordes parcourues par des fermions necessite une description quantique des 
champs spinoriels dans le vortex. II semble cependant difficile de construire une theorie 
quantique complete, a quatre dimensions, a partir du lagrangien C = £h + Avf- Mais 
puisque la notion de courant, du point de vue macroscopique, ne concerne que les dimen¬ 
sions longituclinales de la corde, on peut raisonnablement esperer restreindre la description 
quantique a deux dimensions seulement. Neanmoins, afin de conserve! - Finformation sur 
la structure transverse, la description classique des champs doit etre conservee dans les 
dimensions transverses. Une telle approche est explicitement construite dans les chapitres 
suivants et nous permettra de calculer Fenergie par unite de longueur et la tension de 
ces cordes. Les resultats trouves different essentiellement de ceux obtenus dans le cas des 
scalaires, en particulier l’equation d’etat barotropique n’est, en general, plus verifiee. 
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Dans ce chapitre, la quantification le long de la corde des modes zeros est explicitement 
realisee dans le but d’obtenir l’equation d’etat correspondante. Contrairement au cas 
des bosons, on montre que l’equation d’etat barotropique n’est plus verifiee et que la 
quantification introduit naturellement autant de parametres d’etat qu’il y a d’especes 
piegees dans le vortex. On peut toutefois verifier que, independamment du nombre de 
parametres, une equation d’etat de type “trace fixee” est satisfaite, i.e. d (U + T) = 0. 
II en resulte que le regime privelegie par les fermions est, contrairement aux bosons, de 
type subsonique , < c(, assurant de ce fait la stability classique des boucles de corde 
(voir Sect. 4.3.4). Enfin, l’existence meme des modes zeros est egalement discutee lorsque 
Ton tient cornpte des effets de retroaction, c’est-a-dire de l’influence sur les modes zeros 
des champs de jauge generes par le deplacement des fermions charges le long de la corde. 
Ce chapitre est presente sous sa forme originale publiee dans la revue Physical Review 
D [303], 
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The relevant characteristic features, including energy per unit length and ten¬ 
sion, of a cosmic string carrying massless fermionic currents in the framework 
of the Witten model in the neutral limit are derived through quantization of 
the spinor fields along the string. The construction of a Fock space is performed 
by means of a separation between longitudinal modes and the so-called trans¬ 
verse zero energy solutions of the Dirac equation in the vortex. As a result, 
quantization leads to a set of naturally defined state parameters which are the 
number densities of particles and anti-particles trapped in the cosmic string. It 
is seen that the usual one-parameter formalism for describing the macroscopic 
dynamics of current-carrying vortices is not sufficient in the case of fermionic 
carriers. 

7.1 Introduction 

The mechanism of spontaneous symmetry breaking involved in early universe phase 
transitions in some grand unified theories (GUT) might lead to the formation of topolog¬ 
ical defects [211, 210]. Among them, only cosmic strings happen to be compatible with 
observational cosmology if they form at the GUT scale. It was shown however by Wit¬ 
ten [362] that, depending on the explicit realization of the symmetry breaking scheme as 
well as on the various particle couplings, a current could build along the strings, thereby 
effectively turning them into superconducting wires. Such wires were originally considered 
in the case the current couples to the electromagnetic field so they may be responsible for 
a variety of new effects, including an explosive scenario for large scale structure formation 
for which an enormous energy release was realized in the form of an expanding shell of 
non propagating photons in the surrounding plasma [271]. 

The cosmology of strings has been the subject of intense work in the past twenty years 
or so [276, 47, 15], mainly based on ordinary strings, global or local, aiming at deriving the 
large scale structure properties stemming from their distribution as well as their imprint 
in the microwave background [21, 95, 365]. It was even shown [48] that the most recent 
data [263] might support a non-negligible contribution of such defects. As such a result 
requires ordinary strings, it turns out to be of uttermost importance to understand the 
influence of currents in the cosmological context. 

Indeed, it can be argued that currents might drastically modify the cosmological evo¬ 
lution of a string network : The most clearly defined consequence of the existence of a 
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current flowing along a vortex is the breaking of the boost invariance, since the current 
itself defines a privileged frame. In other words, the energy per unit length U and the ten¬ 
sion T become two different numbers, contrary to the ordinary (Goto-Nambu [161, 261]) 
case. As a result, string loops become endowed with the capability of rotation (the lat¬ 
ter being meaningless for U — T). and the induced centrifugal force permits equilibrium 
configurations, called vortons [105]. They would very rapidly reach a regime where they 
would scale as ordinary non relativistic matter, until they come to completely dominate 
the Universe [54], 

In the original Witten model [362], currents could form by means of two different 
mechanisms. Scalar fields, directly coupled with the string forming Higgs field, could feel 
a localized potential into which they could accumulate in the form of bound states, while 
fermions could be trapped along the string, propagating at the speed of light, as zero 
energy solutions of the two dimensional Dirac equation around the vortex. Other models 
were proposed where fermions could also propagate in the string core at lower velocities 
in the form of massive modes [107, 176, 177], or (possibly charged) vector fields could 
also condense [132, 16]. All these models have essentially made clear that the existence of 
currents in string is much more than a mere possibility but rather an almost unavoidable 
fact in realistic particle physics theories. 

For scalar as well as vector carriers, the task of understanding the microphysics is 
made simple thanks to their bosonic nature : all the trapped particles go into the same 
lowest accessible energy state and the field can be treated classically [23, 282], Even the 
surrounding electromagnetic [281] and gravitational [147, 280, 279] fields generated by the 
current can be treated this way and the back reaction can be included easily [278]. 

Meanwhile, a general formalism was set up by Carter [80, 71, 70, 63] to describe 
current-carrying string dynamics. The formalism is based on a single so-called state pa¬ 
rameter, w say, of which the energy per unit length, the tension and the current itself 
are functions. Such a formalism relied heavily on the fact that for a bosonic carrier, the 
relevant quantity whose variation along the string leads to a current is its phase, and 
the state parameter is essentially identifiable to this phase gradient. Various equations of 
state relating the tension to the energy per unit length were then derived [76], based on 
numerical results and the existence of a phase frequency threshold [282], It even includes 
the special case of a chiral current [82], although the latter originates in principle only for 
a purely fermionic current. Therefore, it was until now implicitly assumed that such a for¬ 
malism would be sufficient to describe whatever current-carrying string configuration. It 
will be shown in this paper that this is in fact not true and an extended version, including 
more than one parameter, is needed [283]. 

The state parameter formalism, apart from being irrelevant for fermionic current- 
carrying strings, can only provide a purely classical description of their dynamics. This is 
unfortunate since the most relevant prediction of superconducting cosmic string models 
in cosmology is the existence of the vorton states discussed above. These equilibrium 
configurations of rotating loops are not necessarily stable, and in fact, this is perhaps the 
most important question to be answered on this topic. Indeed, any theory leading to the 
the existence of absolutely stable vortons predicts a cosmological catastrophe [54] and 
must be ruled out. One may therefore end up with a very stringent constraint on particle 
physics extension of the standard model of electroweak and strong interactions. To decide 
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clearly on this point requires to investigate both the classical and the quantum stability 
of vortons. 

Classical stability has already been established in the case of bosonic carriers [245] for 
whatever equation of state [64] on the basis of the one parameter formalism. Yet it will 
also have to be addressed in the more general context that will be discussed below. In the 
meantime it was believed that a quantum treatment was necessary in order to decide on 
the quantum stability : as one wants to compare the characteristic lifetime of a vorton 
with the age of the Universe, quantum effects can turn out to be relevant; hence the 
following work in which the simplest of all fermionic Witten models is detailed [362] that 
can give rise to both spacelike as well as timelike charge currents, generalizing the usual 
point of view [108]. 

Let us sketch the lines along which this work is made. 

A two-dimensional quantization of the spinor fields involved along a string is per¬ 
formed. Owing to anti-particle exitation states, one can derive the conditions under which 
the current is of arbitrary kind. Moreover, an equation of state giving the energy per unit 
length and the tension is obtained that involves four different state parameters which are 
found to be the number densities of fermions, although three of them only happen to be 
independent. 

In Sec. 7.2, the model is presented and motivated, and the equations of motion are 
derived. Then in section 7.3, we obtain plane wave solutions along the string by separating 
transverse and longitudinal dependencies of spinor fields in the vortex. The zero mode 
transverse solutions are then constraints to be normalizable in order to represent well 
defined wave functions. The quantization restricted to massless longitudinal modes is 
performed in Sect. 7.4. As a result, the classical conserved currents obtained from Noether 
theorem, like energy-momentum tensor and fermionic currents, are expressed in their 
quantum form. All these quantum operators end up being functions of the fermionic 
occupation numbers only. In the last section (Sec. 7.5), the classical expressions for the 
energy per unit length and the tension are derived and discussed from computation of 
quantum observable values of the stress tensor operator in the classical limit. Contrary to 
the bosonic current-carrier case where there is only one state parameter [282], the classical 
limit of the model involves four state parameters in order to fully determine the energy 
per unit length and the tension. The cosmological consequences of this new analysis are 
briefly discussed in the concluding section. 


7.2 Equations of motion 

We are going to be interested in the purely dynamical effects a fermionic current flowing 
along a cosmic string may have. The model we will be dealing with here is a simplified 
version of that proposed by Witten [362] which involves two kinds of fermions, in the 
neutral limit. This limit, for which the coupling between fermions and electromagnetic- 
like external fields is made to vanish, permits an easy recognition of the dynamical effects 
of the existence of an internal structure as in Ref. [282], 
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7.2.1 Particle content 

The model we shall consider involves a complex scalar Higgs field, <3> say, with conserved 
charge gc$ under a local U( 1) symmetry, together with the associated gauge vector field 
B ,J> . In this simple Abelian Higgs model [174], vortices can form after spontaneous breaking 
of the 1/(1) symmetry. The minimal anomaly free model [362] with spinor fields requires 
two Dirac fermions denoted T and X, with opposite electromagnetic-like charges, getting 
their masses from chiral coupling with the Higgs field and its complex conjugate. They 
also have conserved gauge charges from invariance under the broken U(l) symmetry, qc ^ R , 
qc x p L . qc xn , and qc Xh , for the right- and left-handed parts of the two fermions respectively. 
The Lagrangian of the model therefore reads 

jC = C\ x + /lg + jCip + jC x (7-1) 

with £h, £ g and £ 7 , C x , respectively the Lagrangian in the Higgs, gauge, and fermionic 
sectors. In terms of the underlying fields, they are 

£ h = (7.2) 

A = (7.3) 

A = \ \^Y d a ~ (da)i^] - , (7.4) 

A = l\xrD^X-^^rx]-gX^X^- 9 X^-^X^ (7.5) 

where we have used the notation 


DA = 


(7.6) 

da = 

(V„ + i,£*L±£*k B(i + iq'^A'rsBJV, 

(7.7) 

D^X = 

(V„ + W" + C * L + iq 0 ** ~ C * l 75 Bjx, 

(7,8) 

= 

V ^B v — 

(7.9) 

1/(4) - 

|( l *| 2 -/7 2 ) 2 - 

(7,10) 


The equivalence with the Witten model [362] appears through a separation into left- and 
right-handed spinors. Let us define T R and T L , respectively the right- and left-handed 
parts of the Dirac spinor field T (and the same for X), eigenvectors of 75 , 

= and = (7.11) 

The Lagrangian for the spinor field T now reads 

A- = \ [^rI^Ar - (D^ r ) 7 ^ r ] + [T l 7 ^T l - (D^ l ) 7 ^ l ] 
-q^Ar^ - 


(7.12) 
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with the associated covariant derivatives 

D^r(l) = (V M + zqc ML) B^ R{L) . (7.13) 

It is clear with the Lagrangian expressed in this way that the invariance of the action 
under f/(l) transformations requires 

c ip L — = c Xr — c XL . (7-14) 


7.2.2 Equations of motion 


As we wish to deal with a cosmic string, the Higgs and gauge fields can be set as a 
vortex-like Nielsen-Olesen solution and they can be written in cylindrical coordinates as 
follows [265] : 

$ = y(r)e ia V\ B „ = £(r) V (7.15) 


In order for the Higgs held to be well defined by rotation around the string, its phase has 
to be proportional to the orthoradial coordinate, a(9) = n6 , where the integer n is the 
winding number. The new fields ip and a are now real scalar fields and are solutions of 
the equations of motion 


v„v*v 

V„ (PQ“) 


'tQu.Q" 


dV» 




dip 


dip 




da 


da 


(7.16) 

(7.17) 


where 


Qu = 

V^a + qc^Bp, 

(7.18) 

m ^ = 

gtp cos a + igip^s sin a, 

(7.19) 

m x = 

gip cos a — igip^5 sin a. 

(7.20) 

In the same way, the equations of motion for the gauge and spinor helds are 



■v i -v 2 ni/ 

= J^+ J x - qCffiip Q , 

(7,21) 


dj /l 

(7.22) 

i (V /t T) Y 

- m B - ^ 

(7.23) 


djy 

= -=^Bn + m x X , 

dX M x 

(7.24) 

i (V„*) 7" 

djy — 

= 

(7.25) 


The fermionic currents have axial and vectorial components due to the different 
coupling between left- and right-handed spinors to the gauge held. The two kinds of 
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current are required to respect gauge invariance of the Lagrangian. In terms of spinor 
fields, they read 

4 ( x )= 4 v ( xv )+ 4 a ( xa )’ ( 7 - 26 ) 

with 


& = 


j'xv = 


= 9 


•M _ „ C V> R £ Vl.^ 7 /* 75 ^ > = 


C - 2 C - X^X. 


(7.27) 


7.3 Transverse solutions as zero modes 

7.3.1 Plane wave solutions 

The study of the fermionic fields trapped along the string can be performed by sep¬ 
arating the longitudinal and transverse solutions of the equations of motion. The plane 
wave solutions are therefore expressed in the generic form 


yjy (=t) _ g± i(ut—kz) 


( ^(r)e- imie \ 
f 2 (r)e- <ma * 
} 3 {r)e- im3e 
\ ^4(r)e _^m46, 


X p (±) = e ± i (“t-kz) 


( Ci('r)e _^^l6, \ 

C 2 (r)e~ ll2e 
C 3 (r)e~ ll3d 
\ ( 4 (r)e~ d4e 


{7.28) 


Inside the vortex, the numbers and It have to be integers in order to produce well 
defined spinors by rotation around the string. In the following, the Dirac spinors will be 
expressed in the chiral representation, and the metric is assumed to have the signature 
(+, —, —, —). Plugging the expression (7.28) into the equations of motion (7.22) and (7.24) 
yields the differential system 


7 T- + - + m i) Ci 

dr r 

+ \ ~ m 2 ) C 2 

77 ^ + - (-qc^B + m 3 ) Cs 
dr r 

~T^ + - (qc^B - m 4 )£ 4 
dr r 


e -i(mi-l)0 _ i g(pe -^4+n)e^ = Ti ( k + 

-i(m 3 +n)e^ = ±i ( k _ 


e -i {m 2 + i)e _ ig(pe 


e i(m 3 1)0 + i gipe -i(m 2 -n)e^ _ , 


r i(m 4 +l)0 + ig(pe -i{m !-»)*£ = ±+ ^^36 _ 


(7.29) 

Similar equations are obtained for the field X with the following transformations, £ —»► C, 
c i'R(L) c xr(l) ! aR d n —> —n, because of its coupling to the anti-vortex instead of the 
vortex. Note that if, instead of the vectorial phases ansatz (7.28), we had chosen a matricial 
phases ansatz in the form 


\J/(±) — e ±i(ut-kz) 


C3i(r)e 

V C4i(r)e 


-imu_e _|_ 

.. +£i 4 (r)e- imi4e 

-im 2 id _|_ 

•• + C2 4{r)e~ im ^ e 

-im 3 id _|_ 

.. + £ 34 (r)e - im340 

—imad _|_ 

.. + £ 44 (r)e - im440 


(7.30) 
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we would have found, from the requirement of having at most four independent phases 
in the equations of motion, that the matrix m tJ has to verify for all i, rriij = mu-, for 
all (j, k). Consequently, the vectorial ansatz (7.28) is the most general for solutions with 
separated variables. 


7.3.2 Transverse solutions 

From the differential system (7.29), it is obvious that the four phases cannot be 
independent parameters if the spinors fields are not identically zero. It is also impossible 
to find three independent phase parameters since each equation involves precisely three 
different angular dependencies. The only allowed angular separation requires two degrees 
of freedom in 9, and the only relevant relation for trapped modes in the string reads from 
Eq. (7.29), 


mi — 1 = m 4 + n, 


and, 


m 2 + 1 = m 3 + n. 


(7.31) 


(7.32) 


Zero modes 

Introducing the two integer parameters p = mi and q = m 3 , and using Eq. (7.31), for 
p 7 ^ q + n, the system (7.29) reduces to the set 

( d£o 1 

— + - {qc lhl B -(q + n- 1 )) 6 - WVts = 0 , 

< ^ + J(-ftB + 9 )( 3 + w6 = 0, (7.33) 

{k + n;)£ 2 = 0, 

. (k + <^)^3 = 0 , 

J + p) £1 - igipU = 0, 

< ^7 + ^ (qc^B - (p-n- l))f 4 + ig(p£i = 0, (7.34) 

(k-u)^ = 0, 

k (k-v)£ 4 = 0. 

There are two kinds of solutions which propagate along the two directions of the string 
at the speed of light and which were originally found by Witten [362] : Either k = to and 
£2 = £3 = 0 , or k — —oj and £1 = £4 = 0 . These zero modes must also be normalizable in 
the transverse plane of the string in order to be acceptable as wave functions. 
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Index theorem 

In the two cases k — uj and k = —u;, we will call the corresponding zero modes, 
X^(r,6) and Y^(r, 9), the solutions of the systems (7.33) and (7.34), respectively, i.e., 




(7.35) 


\ 0 / V £ 4 ( r ’) e - i ( p - n - 1 ) 0 

These have to be normalizable in the sense that f dr dd and j |l^,| 2 rdrd0 must 


be finite. Thanks to the regularity of the vortex background, the divergences in these 
integrals can only arise close to the string core or asymptotically far away from it. As a 
result, it is sufficient to study asymptotic behaviors of the solutions to decide on their 
normalizability [195]. 

Let us focus on the zero mode solution of Eq. (7.33), keeping in mind that Y^ can 
be dealt with in the same way. The asymptotic behaviors at infinity are easily found as 
solutions of the limit at infinity of the differential system (7.33). Note that the identifica¬ 
tion between the equivalent solutions and the solutions of the equivalent system is only 
allowed by the absence of singular point for the system at infinity, and it will not be so 
near the string since r = 0 is a singular point, so that the Cauchy theorem does no longer 
apply. From Eq. (7.33), the eigensolutions of the equivalent system at infinity are in the 
form exp (±gr/r), and thus, there is only one normalizable solution at infinity. 

Near the string, i.e., where r —* 0, the system is no longer well defined, the origin being 
a singular point. Approximate solutions can however be found by looking at the leading 
term of a power-law expansion of both system and functions, as originally suggested by 
Jackiw and Rossi [195]. Because the Cauchy theorem does no longer apply, many singular 
solutions might be found at the origin, and among them, the two generic ones which 
match with the two exponentials at infinity. Near the origin, the Higgs and gauge fields 
are known to behave like [265] 


<^(r) ~ <p 0 r^ n ) B(r) cx r 2 , 


(7.36) 


so that the leading contribution near the string of the zero modes can be found as 


&(r) ~ a 2 r° 2 , 
&(r) ~ a 3 r a3 , 


(7.37) 

(7.38) 


with a,; and a,: real parameters to be determined. The values of the exponents a* are there¬ 
fore given by the leading order terms in system (7.33), and one obtains three solutions, 
the first one of which being singular, 




provided 


The two other solutions are the generic ones which have to match with the solutions at 
infinity 



9i 


92 


(7.40) 
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where the relationships between the parameters a* have not been written, since they are 
clearly obtained from Eq. (7.33). Normalizability near the origin requires that the integrals 
f l&prdr and / |£ 3 | 2 rdr converge, and this yields 

—n < q < 1. (7.41) 


Analogous considerations for the system (7.34) show the convergence criterion in this case 
to be 

n < p < 1. (7.42) 

The number of sets of parameters p and q satisfying the previous inequalities is pre¬ 
cisely the number of well defined zero modes, respectively Y^ and X^, which are also 
normalizable. In order to match with the single well behaved solution at infinity, the two 
independent solutions near the string have to be integrable. Therefore, for a vortex solu¬ 
tion with a positive winding number n, there are only n normalizable zero modes, which 
are the X^ ones. Similarly in the case of an anti-vortex with negative winding number 
— \n\, one finds also \n\ zero modes Y^. This is the index theorem found by Jackiw and 
Rossi [195]. Recall that the model involves two kinds of fermions, and all the previous 
considerations apply as well for the field X with the simple transformation n —> —n. 
Therefore, the normalizable zero modes are swapped compared to those of the field T. 

Finally, for a vortex with positive winding number n, there are always n massless plane 
wave solutions for both spinor fields, which read 


Vj/(=t) _ e ±ik(t+z) 


( 0 \ 

£3 (r)e~ iqd 

\0 / 


= e ±lk{t+z) X^(r,9), 


(7.43) 


^>(±) _ e ±ik(t-z) 


( Cl We ipe 

0 
0 


\ 


= e ±ik ^- z) Y x {r, 6 ), 


(7.44) 


\ C4( r ’) e_i( ' p+n_1 ^ / 

with now q = m 3 and p = h which satisfy 



—n < q < 1, 

and — n < 

p < 1. 

(7.45) 

Note that they are eigenvectors of the 7°7 

3 operator, and 

they basically verify 


Xpi°x^ = \x^\ 2 

> -'*7757 X^ 

-N 2 + N 2 

) -*07 x^ 


X^7 m X^ = 0 

i Xj jj 

to 

to 

1 

00 

to 

, A^757 1(2) ^0 = 

0 , 

TVy% = 1*71 2 

, ^757% = 

-|Ci | 2 + IC 4 | 2 

, ^7% 

*7 2 5 

Y^^ 2 % = 0 

The X zero modes X x 

, *0757% = -|Ci| 2 + |C 4 | 2 , *7757 1(2) *7 = 0. 

(7.46) 

and Y x verify the same relationships with £» replaced by Q. 
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Massive modes 

The case mi = m 3 + n allows four-dimensional solutions of the system (7.29). In 
particular, these solutions do no longer require uj = ±k and therefore represent massive 
modes. As before, the interesting behaviors of these modes are found by studying the 
solutions of the equivalent system asymptotically and by looking for the leading term of 
a power-law expansion of both system and solution near the string core. 

At infinity, the system is well defined and there are two twice degenerate eigensolutions 
exp (±f2r) out of which two are normalizable, with 

ff = \J g 2 r] 2 — (c o 2 — k 2 ). (7.47) 


Near the origin, at r = 0, the system is singular, and because of its four dimensions there 
are much more singular solutions than the previous two dimensional case, and among 
them the four generic ones which match with the four ones at infinity. The leading term 
in asymptotic expansion can be written in a standard way 


U r ) 


r^j 


a t r 


OLi 


(7.48) 


Plugging these expressions in the system (7.29) with Eq. (7.36), and keeping only leading 
terms at r = 0 gives, after some algebra, the four generic solutions 


/ 6 \ 
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( a x r~ m \ 

a 2 (ai)r _m+1 
a 3 (ai)r- m+|n|+2 
V a 4 (ai)r- m+ H +1 ) 


(Zi\ 
6 
& 
vw 


/ 


air 


m+|n|— n 


\ 


9 2 


a 2 (ai)r m+ l n l- n+1 
a 3 (ai)r m - n 
\ a 4 (a 1 )r m - n - 1 


7 


/6\ 


( air m \ 


(Zi\ 


( air~ m+ H+ n + 2 \ 

6 


a 2 {ai)r m ~ 1 


6 


a 2 (ai)r- m+|n|+n+1 

6 


a 3 (ai)r m+|n| 


£3 


a 3 (ai)r- m+n 

V w 

93 

\ a 4 (ai)r m+ H +1 ) 


vw 

94, 

\ a 4 (ai)r- m+n+1 / 


(7.49) 


with m — mi, and where the relationships between the coefficients at have not been written 
as they are essentially given by a linear system in a* given by Eq. (7.29). The solutions 
(7.49) will be normalizable near the string if, for all i, f |£| 2 r dr is finite. Moreover there 
will be, at least, always one massive bound state if there are at least three normalizable 
eigensolutions to match with the well-defined ones at infinity. This is only allowed if the 
parameter m verifies simultaneously three of the following conditions : 


sup (0, n) < m < inf (1,1 + n). 


(7.50) 


Because m is necessary an integer, this condition cannot be achieved. This criterion, 
originally derived and used by Jackiw and Rossi in order to enumerate the number of zero 
modes in a vortex-fermion system [195], is only sufficient and thus, normalizable massive 
bound states may exist, but are model dependent since it is necessary that a particular 
combination of the two normalizable eigenmodes near the string core match exactly with 
a particular combination of the two well-defined ones at infinity. 
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Such massive bound states depend therefore of the particular values of the model 
parameters. Recently, it was shown numerically [108] that the Abelian Higgs model with 
one Weyl fermion admits always at least two massive bound states, as a result, the present 
toy model also may have such states. However, in order to simplify the quantization, we 
will only consider the generic zero modes, and consequently, the following results will be 
relevant for cosmic string only when the occupancy of the massive bound states can be 
neglected compared to the occupancy of the zero mode states. Such physical situations are 
likely to occur far below the energy scale where the string was formed, since the massive 
states are generally expected to decay much more rapidly than the massless ones [108]. 

The generic massless normalizable transverse solutions of the fermionic equations of 
motion in the string with winding number n are the n zero modes. For the spinor held 
T coupled with the vortex, we find that the particles and the anti-particles can only 
propagate at the speed of light in one direction, z” say direction along the string, 
whereas the spinor held X propagates in the opposite, “+z” direction. The existence of 
such plane waves allows us to quantize the spinor helds along the string. The zero modes 
themselves will therefore be transverse wave functions giving the probability density for 
hnding a trapped mode at a chosen distance from the string core. 

7.4 Fock space along the string 

The spinor helds can be expanded on the basis of the plane wave solutions computed 
above. A canonical quantization can then be performed along the £-axis which provides 
analytical expressions for these helds in two dimensions once the transverse degrees of 
freedom have been integrated over. It is therefore possible to compute the current opera¬ 
tors as well as their observable values given by their averages in a particular Fock state. In 
the following we shall take a vortex with a unit winding number n = 1 and the subscript 
of the zero modes X^ and Y x will be forgotten since there is not possible confusion. 

7.4.1 Canonical quantization 

We shall hrst be looking for a physical expansion of the spinor helds in plane waves, 
in the sense that creation and annihilation operators are well dehned. The Hamiltonian 
is then calculable as a function of these and will be required to be positive to yield a 
reasonable theory. 

Quantum fields 

As shown above, the spinor helds T and X propagate in only one direction, therefore 
in expressions (7.43) and (7.44) the momentum k can be chosen positive definite. Let us, 
once again, focus on the spinor held T. The natural way to expand it in plane waves of 
positive and negative energies is 



(7.51) 
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The Fourier transform of T on positive and negative energies has been written with similar 
notation and b unlike in the free spinor case. Indeed, note that, in the string, the zero 
modes are the same for both positive and negative energy waves, so that the only way 
to distinguish particles from anti-particles is in the sign of the energy. The integration 
measure dk/(2ir2k) is the usual Lorentz invariant measure in two dimensions. Note that 
k is chosen always positive in order to represent physical energy and momentum actually 
carried by the field along the string; hence the negative sign in and b(—k), which 

is a reminder that the spinor field T propagates in the z" direction. In the same way, 
the field X is expanded as 

r°° c\k 

X = —— [d\k)e ik{t ~ z) + d{k)e~ ik(t ~ z) ] Y. (7.52) 

Jo ZTTZk 

The Fourier transform will be written with the normalization convention 

J d ze iik ~ k ' )z = 27Td(k - k'). (7.53) 


Creation and annihilation operators 

The Fourier coefficients can be expressed as functions of the spinor field T or fib. With 
equation (7.51) and (7.53), let us compute the following integral 

djd_ 

2 k' 

Uf 


rdrd9dze ik{t+z) X^ = j — [b\-k')5{k + k') + b(-k')5{k - k')\\\X\\ 2 

: b(-k ), (7.54) 


where we have defined 


2 k 


||X|| 2 = / rdrd9\X\ 2 . 


(7.55) 


Note that the separation between b and b { only arises from the chirality of the spinor field 
because the integration is performed only over positive values of the momentum k ; this 
is why the S(k + k') term vanishes. In the following we will assume that the zero modes 
are normalized to unity, ||X|| 2 = 1, and ||1^|| 2 = 1. Playing with similar integrals gives us 
the other expansion coefficients 

b(-k) = 2k [ rdrd6 dze ik(t+z) X^, b\-k ) = 2k f r dr dd dz e~ ik ^ t+z) ¥X, 


&t (-k) = 2k J rdrd6 dze~ ikit+z) X^, b{-k ) = 2 k J rdrdOdze ik{ ~ t+z) ¥x, 

(7.56) 

and the corresponding relations for the spinor field X 

d){k) = 2k [ rdrd9dze~ ik(t - z) Y'X, d(k) =2k [ r dr d9dze lk(t ~ z) X^Y, 


d(k ) = 2 k J rdrd9dze ik{t ~ z) Y^X, d\k) = 2k J rdrd9dze~ ik{t ~ z) X^Y. 

(7.57) 
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From these, one gets the necessary relations to define creation and annihilation operators 


b > (-k) = [b(-k)] i , 

d)(k) = [d(k )]^, 


bi(-k) = [b(~k)]', 

£(k) = [tp)]*. 


(7.58) 


Commutation relations 


The canonical quantization is performed by the transformation of Poisson brackets 
into anticommutators. Here, we want to quantize the spinor fields only along the string, 
and therefore let us postulate the anticommutation rules at equal times for the quantum 
fields 

= 8(z-z')X a (r,9)X W{r , ,9'), (7.59) 

{X a {t,Z),XW(t,i 0} = 5{z^z')Y a {r,e)Y^{r\d'), (7.60) 

with a and f3 the spinorial indices, and all the other anticommutators vanishing. With 
Eq. (7.56) and these anticommutation rules, it follows immediately, for creation and an¬ 
nihilation operators, that 

{&(-*), (-*')} = {b(-k),b\-k')} = 27i2k2k’5(k - k'), 

(7.61) 

{d(k), ${k ')} = {d(k), dt(fc')} = 2 n2k2k'6(k — k'), 


with all other anticommutators vanishing. From the expressions (7.51) and (7.52) and with 
the anticommutation rules (7.61), it is possible to derive the anticommutator between two 
quantum field operators at any time. For instance, the anticommutator between T and 
fib reads 


{T a (x),Ttb( x ')} = 


f d k d k 1 

J {2-K) 2 2k2k’ 

b\-k’)e ik ' (t ' +z ')) X a {r, 6)X w (r ', 9') 


k)e ik{t+z) + b{-k)e- iHt+z \b(_k')e- ik '^ +z ') + 

(7.62) 


Thanks to the delta function coming from the anticommutators between the b and b\ this 
expression reduces to 

{T a (x),T f V)} = idA{t-t' + z-z')X a (r 1 6)X^(r' 1 6'), (7.63) 

with A(x) the well known Pauli-Jordan function which vanishes for spacelike separation, 
so the spinor fields indeed respect micro-causality along the string. 


Fock states 

The Fock space can be built by application of the creation operators on the vacuum 
state |0) which by definition has to satisfy 


b(-k) | 0 ) = b(-k) | 0 > = d(k) | 0 ) = d(k) | 0 ) = 0 , 


( 7 . 64 ) 
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and is normalized to unity, i.e., (010) = 1. Each Fock state represents one possible com¬ 
bination of the fields exitation levels. Let \V) be a Fock state representing particles 
labeled by i and anti-particles labeled by j. of kind T, with respective momenta ki 
and lj, and, N x particles labeled by p and N x anti-particles labeled by q, of kind X , with 
respective momenta r p and s q . By construction the state is 


\V) = b\-k i)... b\-ki ). ..b\-k N Jb\-l i). ... 


d\r p ) .. .d ] (r Nx )S(s 1 ) . ..d\s q ) .. ■ ^(sjvjl®)- 


(7.65) 


Normalizing such a state is done thanks to the anticommutators (7.61). For instance, for 
a one particle 4/ state with k momentum, using Eq. (7.64), the orthonormalization of the 
corresponding states reads 


(k'\k) = 2n2k2k'5(k - k'). 


(7.66) 


Obviously similar relations apply to all the other particle and anti-particle states. Keeping 
in mind that the observable values of quantum operators are their eigenvalues in a given 
quantum state, let us compute the expectation value of the occupation number operator 
involved in many quantum operators, as will be shown. For T particles it is 



(7.67) 


and analogous relations for the other particle and anti-particle states. By definition of the 
Fourier transform (7.53), the infinite factor 5(0) is simply an artifact related to the length 
of the string L by 


L = 2tt5(0), 


(7.68) 


in the limit where this string length L —> oo. Note that using periodic boundary conditions 
on L allows to consider large loops with negligible radius of curvature. 

7.4.2 Fermionic energy momentum tensor 

The simplest way to derive an energy momentum tensor already symmetrized is basi¬ 
cally from the variation of the action with respect to the metric. Moreover, the Hamilto¬ 
nian density of the fermion T, 


(7.69) 


"Hi/j — d t Yl^ + 


with n the conjugate field n = zTy 0 , is also equal to the T(j) component of the stress 
tensor. In our case the metric is cylindrical and we assume a flat Minkowski space-time 
background, thus in the fermionic sector the stress tensor reads 



(7.70) 


Once again, let us focus on T. Plugging Eq. (7.4) into Eq. (7.70) gives 



(7.71) 
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Symmetrized Hamiltonian 

From Noether theorem, the Hamiltonian P l is also given by the conserved charge 
associated with the time component of the energy momentum tensor 

T“ = iU'fddH - i (d t V) 7°vl/. (7.72) 

Thanks to the expression of the quantum fields in equations (7.51) and (7.52), and using 
the properties of the zero modes from Eq. (7.46), the quantum operator associated to Tff 
reads 


+ - b(-k’)b\-k)] 

+ H-k)b(-k') - b(-k')b(-k)\ e -^+m+z) 

+ [-l?{-k)b\-k')+b\-k')b\-k)]e i{k ' +m+z ^\X\ 2 . (7.73) 

The Hamiltonian is given by spatial integration of the Hamiltonian density, or similarly 
from Eq. (7.73), 

Pl = J ^j,[-K-k)b'(-k)+b\-k)b(-k)}. (7.74) 

Note, once again, that all the terms in the form or bb vanish as a consequence of the 
chiral nature of the spinor fields which only allows k > 0. The expectation value of this 
Hamiltonian in the vacuum is not at all positive, but a simple renormalization shift is 
sufficient to produce a reasonable Hamiltonian provided one uses fermionic creation and 
annihilation operators with the corresponding definition for the normal ordered product 
(antisymmetric form). The normal ordered Hamiltonian is therefore well behaved and 
reads 


/ AU 

— [bH-m-k)+. ( 7 . 75 ) 


However, note that such a normal ordering prescription overlooks the differences between 
the vacuum energy of empty space, and that in the presence of the string, for the massless 
fermions. Formally, from Eq. (7.73), the normal ordered Hamiltonian is also obtained by 
adding the operator f dxV^ to the infinite Hamiltonian in Eq. (7.74), with 


V,;, =: Tj; 


rptt _ 

^ - 2 


dkdk' 


{b(-k),b\-k')}^ k '- m+z) 


(2vr) 2 2 k 

{b{-k '), tf{-k)} e -*( fc '- fc )h+*)l |X| 2 . 


(7.76) 


Owing to the anticommutation rules in Eq. (7.59), this expression reduces to 

f ^k\X\ 2 . 


(7.77) 
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This infinite renormalizing term of the vacuum associated with the zero modes on the 
string comes from the contribution of the infinite renormalization of the usual empty 
space together with a finite term representing the difference between the two kinds of 
vacua. The previous expression (7.77) emphasizes the structure of the divergence, and it 
can be conjectured that the finite part is simply obtained by a cut-off A in momentum 
values. The finite vacuum contribution to the stress tensor can therefore be represented 
from Eq. (7.77), up to the sign, by the energy density 

A|A'| 2 = ^|Xp, with = (7.78) 

The precise determination of the value of L v is outside the scope of this simple model. It 
is well known however, that the vacuum effects generally involve energies smaller than the 
first quantum energy level and consequently it seems reasonable to consider that L v > L. 
For a large loop, L v can be roughly estimated using the discretization of the momentum 
values. With k n = 2ivn/L 1 V^ therefore reads 

A 00 

v + = Aivi 2 5> < 7 - 79 ) 

72—0 

Assuming that the vacuum associated with the fermionic zero modes on the string matches 
the Minkowski one associated with massless fermionic modes, in the infinite string limit [143, 
205], L v can be obtained by substracting the two respective values of V^,, once the trans¬ 
verse coordinates have been integrated over. The infinite sum over n can be regularized 
by a cut-off factor e~ £kn , letting e equal to zero at the end of the calculation [40]. The 
regularized expression of V^, finally reads 

A 00 

v # = ( 7 - 8 °) 

72—0 

and expanded asymptotically around £ = 0, it yields, once the transverse coordinates have 
been integrated, 

J rAri 0 y ^-L-JL, (7 . 81) 

As a result, the infinite renormalizing term relevant with the usual vacuum associated with 
two dimensional chiral waves is just I/tte 2 whereas the relevant vacuum associated with 
the zero modes along the string is exactly renormalized by f r dr d 9 given in Eq. (7.81), 
and therefore involves the finite term n/3L 2 with a minus sign. As a result, the string 
zero mode vacuum appears as an exited state in the Minkowski vacuum associated with 
two dimensional chiral modes, with positive energy density ir/3L 2 . In this case, the short 
distance cut-off therefore reads 

L 2 = QL 2 . (7.82) 

It is therefore necessary to add the 2-nL/L 2 term to the canonical normal ordered pre¬ 
scription, in Eq. (7.75), in order to obtained an Hamiltonian with zero energy for the 
Minkowski vacuum associated with two dimensional chiral modes. 
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It is important to note that, in order to be consistent, the previous calculations can 
only involve the vacuum associated with the corresponding quantized modes, i.e. in this 
case the zero modes. Therefore this does not take care of the massive modes. In fact, even 
for zero occupancy of the massive bound states, the physical vacuum along the string 
must involve a similar dependence in the vacuum associated with the massive modes. The 
influence of the two dimensional massive vacuum on the equation of state will be more 
discussed in Sec. 7.5.2. 


Stress tensor 


All the other terms of the energy momentum tensor can be derived from Eq. (7.70). 
From the relationships verified by the zero modes currents in Eq. (7.46), all the trans¬ 
verse kinetic terms vanish. Moreover, the only non-vanishing components of the axial and 
vectorial currents (7.27) are and Finally, the energy momentum tensor reads 

/ T$ 0 T» Tf \ 

Tll , _ 0 0 0 0 

* Tf 0 0 Tf 

rptz rpzO rpZZ , 

\ V ± 'lp 1 *l> / 

Because the zero modes are eigenvectors of 7 ° 7 3 , the operators 7°<9° and j 3 d 3 are formally 
identical for each spinor field, and therefore the diagonal terms of the stress tensor are 
identical 

7 “ = 7 ‘- ( 7 . 84 ) 

From Eq. (7.70), we find the transverse terms to be Tjf = — B e j and T^ e = —B e j In 
a Cartesian basis, these components yield the transverse terms T^ x , Tyh T^ x , and T^ y , 
which vanish once the transverse degrees of freedom have been integrated over. The only 
non-vanishing non-diagonal part of the stress tensor comes from the lightlike nature of 
each fermion current and reads 


(7.83) 


7 = 


(7.85) 


while the counterpart of the field X gets a minus sign because of its propagation in the 
“+z” direction, 

T f x z = 2 iX'fdtX. (7.86) 

In the above expressions, the back reaction is neglected, but the fermionic current, = 
+ j' x - generates, from Eq. (7.21), new gauge field components, B t and B z , which have 
to be small, compared to the orthoradial component, Bg , in order to avoid significant 
change in the vortex background. However, up to first order, they provide corrections 
to the energy momentum tensor whose effects on energy per unit length and tension 
will be detailed, in the classical limit, in Sec. 7.5. The back reaction correction to the 
two-dimensional stress tensor then reads 


( -2 BJ+ ^(d r B t ) 2 + l -{d r B z ) 2 
K Bj - B t f - (d r B t )(d r B z ) 


B z .f ~ B t f - (d r B t )(d r B z ) ^ 
2B z j z X X -{d r B t f x\{d r B z f ) 


(7.87) 
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7.4.3 Axial-vector and vectorial currents 

From the expression of the spinor fields, the current operators are immediately found 
in the Fock space. Moreover, it is interesting to compute the electromagnetic-like fermionic 
current, its scalar analogue being involved in the equation of state for a cosmic string with 
bosonic current carriers [282], From an additional global U( 1) invariance of the Lagrangian, 
the electromagnetic-like current takes similar form as the vectorial one coupled to the 
string gauge field. It physically represents the neutral limit of the full electromagnetic 
coupling. 


Vectorial currents 


Let be the electromagnetic current in the neutral limit. From Noether theorem 
with global U( 1) invariance, this is 

J 11 = J» + JI) = -Vj7y*tf + X^X, (7.88) 

The fermions T and X carry opposite electromagnetic-like charges in order to cancel 
anomalies [362], Using Eq. (7.51), their components read 


:J<: = = : J+: |Af, 

= --.Jx-AY I 2 . 


. Jt . _ 

• J X • 


. TZ . 

. ,J X . 


(7.89) 


with the quantum operators defined as 
d k d k! 


'■ <Jip : — 


■Jx- = 


-b\-k')b(-k)e i{ - k '- k ^ t+z) + b\-k)b(-k')e- i(k '- m+z) + 


J (2-jr) 2 2k2k' L 
b(-k)b(-k')e-^ k+k ' )it+z) + b\-k)b\-k')e i(k+k ' ){t+z) |X| 2 , 

[ d f 2 d f ,, [-d t (fc , )rf(fc)e i(fc, " fe)(t_z) + d\k)d(k')e- i{k '- k)(t - z) + 

J [AlT ) ZirC^irC 

d(A;)d(fc / )e- i(fc+fc,)(t - z) + d)(-k)d\k')S k+k ' ){t ~ z) \ |F| 2 . 


(7.90) 


(7.91) 


The conserved charges carried by these currents are basically derived from spatial inte 
gration of the corresponding current densities, and are 

d k 


• Qj, • 

: Q x : = 


2 n(2k) 2 
f d k 


[-tf(-k)b(-k) + b\-k)b(-k)\, 


\—d\k)d(k) + d?(k)d(k)\. 


(7.92) 

(7.93) 


j 2vr(2 k) 2 

As expected at the quantum level, the anti-particles carry charges that are opposite to 
that of the particles for both fields. This is again because the opposite chirality of the fields 
makes the bb and terms vanishing. The vectorial gauge currents are easily obtained 
from the neutral limit ones replacing the electromagnetic charge by the 17(1) gauge one, 
namely 

, c 7r "7 c^ L i v 12 


■ Av 




= q- 


= ■ J 


XV 


= q- 


XR 


+ c 


XL 


: : |X| 2 , 

: Jy ■ l>1 2 - 




2 


(7.94) 
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Axial-vector currents 

In the same way, the axial currents are derived from their classical expressions as 
function of the quantum fields, from Eq. (7.46), 



(7.95) 


Thanks to the normalizable zero modes in the transverse plane of the string, it is 
possible to construct a Fock space along the string. The chirality of each spinor held being 
well defined, anti-particle states appear at quantum level as another mode propagating 
at the speed of light in the same direction than the particle mode, but carrying opposite 
gauge and electromagnetic-like charges. The observable values of the quantum operators 
previously defined are given by their expectation value in the corresponding Fock state. 
In particular, the energy per unit length, the tension, and the current per unit length, 
can now be derived from the previous expressions. 

7.5 Equation of state 

In the case of a scalar condensate in a cosmic string, it was shown by Peter [282] that 
the classical formalism of Carter [80, 71, 70, 63] with one single state parameter could 
apply and an equation of state for the bosonic cosmic string could be derived in the form 


U — T = y/\w\C, 


(7.96) 


where U and T are respectively the energy per unit length and the tension of the string, 
C is the current density along the string and w a state parameter which appear as the 
conjugate parameter of C by a Legendre transformation. An analogous relation can be 
sought for our string with fermionic current-carriers from the classical energy per unit 
length, tension, and current density values. 

Consider the fermionic cosmic string in the quantum state (7.65). The energy per unit 
length and tension in this state are basically given by the eigenvalues associated with 
timelike and spacelike eigenvectors, respectively, of the expectation value in \P) of the 
energy momentum tensor, once the transverse coordinates have been integrated over. The 
stress tensor is obviously the total energy momentum tensor 



(7.97) 


where Tg v and T^ u are the gauge and Higgs contributions which describe the Goto- 
Nambu string and which integrated over the transverse plane provides only two opposite 
non-vanishing terms 



(7.98) 


thus defining the unit of mass M. 
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7.5.1 Expectation values in the Fock state \P) 

Two-dimensional energy momentum tensor 

Now, let us define the energy momentum tensor operator in two dimensions, T say, 
once the transverse coordinates have been integrated over, and where we have suppressed 
the corresponding vanishing terms. Therefore, with a and /3 equal to t or z, and neglecting 
for the moment the back reaction, it reads 

J rdrdO (: : + : T x :) J r dr dO (: Tf : + : :) ^ 

-drdd (: Tf: + : Tf :) -M 2 + J rdrdd (: T$ : + : :) } 

(7.99) 

The expectation value in the Fock state \P) of T , is immediately obtained from equations 
(7.67) and (7.73) 


/ 




M 2 + 


/7 «J, = m T“V) _ / M 2 + E xv + E xv -E^ \ 

' >v (V\V) V E xv ~ E *v -AC + E xv + E tr )' 

with the notations 

N^j, \ 

X^ hi + X^ h J > 

i=l 1=1 / v 

N x N x \ 

X>r + XXJ . 

P=1 9=1 J v 


E x , ~ 


rdrd6{:T*-.) v = - 


Eip v 


rdrd9(:T»:) v = j- 


(7.100) 


(7.101) 


(7.102) 


The summations are just over the momentum values taken in each particle and anti¬ 
particle exitation states, so that E Xv and E^ v depend on the quantum state \P). The 
27 t< 5(0) factor has been replaced by the physical length L in order to deal only with finite 
quantities. Moreover, from the integral expression of the normal ordering prescription in 
Eq. (7.78), the quantum zero mode vacuum effects appear simply as a shift of the previous 
expressions, and the corrected values of the parameters E^ v and E Xv therefore read 


E^ Vv E^ v 


2tt 


, ^ ^ 27r 

and E XVv - E Xv + —. 


(7.103) 


Note that, from equations (7.101), (7.102) and (7.103), if L v > L, the vacuum contribution 
can be neglected for non-zero exitation states. 


Current densities 

In the same way, the expectation value of current operators in the Fock state \V) are 
basically derived from the average of the operators : : and : J x : 


{’■ Jij> -)v — + N^, 


(: J x :) v = -N x + N x . 


(7.104) 
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Therefore, the electromagnetic-like current per unit length in the neutral limit becomes, 
after transverse integration, 


(Av = 

J- [ + A’,;:) + (N x - AAJ , 

(7.105) 

(T) v = 


(7.106) 


Averaging the vectorial and axial gauge currents in equations (7.94) and (7.95) allows a 
derivation of the total fermionic gauge current density 


(Av = 

£ [Ui r ) {~ N i> + Nip) + f x (r) (—N x + A r x)] , 

(7.107) 

(f)v = 

\ [U(r) (. N * - N+) + f x (r) (-N x + N x )] , 

(7.108) 

with the radial functions 




/x( r ) = ^c xr |6I 2 + qc XL \f 4 \ 2 , 

(7.109) 


Uir) = qcipj&l 2 + qc^\&\ 2 . 

(7.110) 


Moreover, note that these currents can be lightlike, spacelike or timelike according to the 
number of each particle species trapped in the string. For instance, the square magnitude 
of the electromagnetic-like line density current reads 

C 2 V = (l*) 2 , - (T) 2 V = (£) (NfN x + Nj,N x - N^N X - N x Nj) • (7.111) 

As expected, if there is only one kind of fermion, T or A, which respectively means 
N x = N x = 0 or = N^ = 0, the current is lightlike. However spacelike currents are 
also allowed from the existence of anti-particles as they result from simultaneous exitations 
between particles of one kind and anti-particles of the other kind (as for instance ^ 0 
and N x ^ 0, or N x ^ 0 and N ^ ^ 0). Finally, timelike currents are obtained from 
simultaneous exitation between particles or anti-particles of both kind (N x ^ 0 and 
N^p ^ 0, or N x ^ 0 and ^ 0). 

7.5.2 Energy per unit length and tension 

In the case of a string having a finite length L, periodic boundary conditions on spinor 
fields impose the discretization of the momentum exitation values 

2n 2n_ 2n 2n_ 

ki = —n^., lj = —n^, r p = —n Xp , s q = —n Xq , (7.112) 

where , n ^., n Xp and n Xq are positive integers given by the particular choice of a Fock 
state. From Eq. (7.101) and Eq. (7.102), the parameters E Xv and E^ r therefore read 

N x N x \ ^ / *1, \ 

+ZX*) ’ E +p = j? • ( 7 - 113 ) 

P =1 9=1 J \*=1 5=1 J 
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In the preferred frame where the two-dimensional energy momentum tensor is diagonal, 
the energy per unit length and the tension appear as the eigenvalues associated with the 
timelike and spacelike eigenvectors, respectively. By means of equation (7.100), they read 

U'p = M 2 + 2 a / E Xv E^ v , (7.114) 

Tp = M 2 — 2 \J E Xv E ^ r . (7.115) 

Note, first that the line energy density and the tension always verify [283] 

U + T = 2M 2 . (7.116) 

Moreover the zero mode vacuum effects just modify the parameters E Xv and E^ r as in 
Eq. (7.103), and therefore do not modify this relationship. On the other hand, massive 
modes, because they are not eigenstates of the 7°7 3 operator, yield vacuum effects which 
certainly do not modify the time and space part of the stress tensor in the same way, as 
was the case for the zero modes [see Eq. (7.84)]. As a result, it is reasonable to assume 
that the massive mode vacuum effects modify the Eq. (7.116) by just shifting the right 
hand side by a finite amount, of the order 1/L 2 . 

Classical limit for excited strings 

In order to derive classical values for the energy per unit length and tension, we do not 
want to specify in what exitation quantum states the system is. If the string is in thermal 
equilibrium with the external medium, it is necessary to perform quantum statistics. The 
number of accessible states in the string is precisely the total number of combinations 
between the integer n^, n n Xp , and n X(? , which satisfies equations (7.101) and (7.102) for 
fixed values of the stress tensor, or, similarly, at given E x and E^. A possible representation 
of such equilibrium is naturally through the microcanonical entropy 

S = k h lnfi, (7.117) 

with fl the number of accessible states and ky, the Boltzmann constant. Let Q(p, N ) be 
the well known partition function Q which gives the number of partitions of the integer p 
into exactly N distinct non-zero integers. With the following integers : 

K x = — E x , and = — E^, (7.118) 

the number of accessible states reads 


N X {N X +1) 

2 

Kx~ n x 


= E 

Qi n xi N x) Qtjht’Xx) 


N X (N X +1) 
n X~ 2 

_N X (N X +1) 
n X — 2 


TT^+i) 

2 

-$■ 

g 

1 


X 

M 

Q{n^ -A^ ^ 

(7.119) 

2 

_ X^CN^+l) 

n 4’ 2 
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The energy per unit length and tension of the string will therefore be the values of U and 
T which maximize the entropy at given Np. Np, N x and N x . This formalism might be 
useful whenever one wants to investigate the dynamics of the string when the massless 
current forms, i.e., near the phase transition at high temperatures. In what follows, we 
shall assume that whatever the mechanism through which the fermions got trapped in the 
string, they had enough time to reach an equilibrium state with vanishing temperature. 
This can be due for instance by a small effective coupling with the electromagnetic field 
opening the possibility of radiative decay [283]. If no such effect is present, then one might 
argue that the string is frozen in an exited state, the temperature of which possibly playing 
the role of a state parameter [80, 71, 70, 63] for a macroscopic description [78]. 

Note that for a given distribution such as those we will be considering later, the 
occupation numbers at zero temperature must be such that, owing to Pauli exclusion 
principle, the interaction terms implying for instance a TT decay into a pair XX through 
Higgs bosons or B M exchange are forbidden (vanishing cross-section due to lack of phase 
space). In practice, this means that the following analysis is meaningful at least up to one 
loop order. 

String at zero temperature 

For weak coupling between fermions trapped in the string and external fields, as is to 
be expected far below the energy scale where the string was formed, the set of particles is 
assumed to fall in the ground state and because of anticommutation rules (7.61) it obeys 
Fermi-Dirac statistic at zero temperature. Consequently, the parameters E Xv and Ep v 
reads 


27T 

Ep = ~j~ [_Pp(Epp + 1) + Pp(Lpp + 1)] , 

(7.120) 

2vr 

E x = -j~ [p x {Lp x + 1) + P x {Lp x + 1)] , 

(7.121) 


where the new parameters p = N/L are the line number densities of the corresponding 
particles and anti-particles trapped in the string. Strictly speaking, these are the four 
independent state parameters which fully determine the energy per unit length and the 
tension in Eq. (7.114) and Eq. (7.115), and so cosmic strings with fermionic current carriers 
do not verify the same equation of state as the bosonic current-carrier case. This is all the 
more so manifest with another more intuitive set of state parameters, 1Z and 0, defined 
for each fermion by 


77 2 




0 = arctan 




p 


2 L 


V P+ 2 lJ 


(7.122) 


These are simply polar coordinates in the two-dimensional space defined by the particle 
and anti-particle densities of each spinor held. The parameter 1Z physically represents the 
fermion density trapped in the string regardless of the particle or anti-particle nature of 
the current carriers. It is therefore the parameter that we would expect to be relevant 
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Fig. 7.1: The energy per unit length, in unit of M 2 and at zeroth order, as function of X 
and T fermion densities plotted in unit of M, in the infinite string limit. 


in a purely classical approach. On the other hand, O quantifies the asymmetry between 
particles and anti-particles since 

p = 77 cos O — —, p = 77sinO — —. (7.123) 

ZLj ZLj 

The energy per unit length, tension and line density current now read 

u = (V 5 y. (7-124) 

C 2 = 81Z X 1Z^ sin ^0 X — — ^ sin j. (7.126) 

There are always four independent state parameters but only two, 1Z X and 77^,, are relevant 
for line density energy and tension. Compared to the scalar case where only one kind of 
charge carrier propagates along the string, it is not surprising that we found two degrees 
of freedom with two kinds of charge carriers. On the other hand, the nature of the line 
density current is not relevant because it only appears through 0^, and @ x , which not 
modify U and T, at least at the zeroth order. The energy per unit length and tension 
relative to M 2 are represented in Fig. 7.1 and Fig. 7.2 as function of 1Z X /M and 7 Z^/M, 
in the infinite string limit. As expected from their analytical expressions in the infinite 
string limit, the energy per unit length is always positive and grows with both fermion 
densities, 1Z X and 7whereas the tension always decreases and takes negatives values 
for large fermion densities. Obviously, in the case 7 Z x = 7 = 0 there is no current along 
the string and we recover the Goto-Nambu case, U = T = M 2 . The chiral case, where 
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Fig. 7.2: The tension, in unit of M 2 and at zeroth order, as function of X and T fermion 
densities plotted in unit of M, in the infinite string limit. 


the fermionic current is lightlike, is obtained for 1Z X = 0, or IZ^ = 0, and also verifies 
U = T = M 2 as in the chiral scalar current case [82], From Eq. (7.125), and in the infinite 
string limit, the densities for which the tension vanishes verify 


1Z X 1Z 



(7.127) 


This curve separates the plane (1Z X , 1Z^) in two regions where T is positive near the origin, 
and negative on the other side (see Fig. 7.3). In the macroscopic formalism of Carter [80, 
71, 70, 63], the transverse perturbations propagation speed is given by c 2 = T/U , and 
therefore the domains where T < 0 correspond to strings which are always locally unstable 
with respect to transverse perturbations. The tension of the string becomes negative only 
for carrier densities close to the mass of the Goto-Nambu string M. For such currents, it 
is necessary to derive the back reaction in order to see how relevant it is for the energy per 
unit length and tension. Moreover, in a renormalizable model, the vacuum mass acquired 
by the fermions from their coupling to the Higgs held is less than the Goto-Nambu string 
mass, and thus, another quantum effects may take place before the negative tension is 
reached, like tunneling into massive states. Besides, note that M, the string unit of mass, 
arising from non-perturbative effects, may well be much larger than the Higgs boson 
mass, and so, it is expected that 77 x ,77^, -C M. Thus, the no-spring conjecture [278] 
proposed in the case of bosonic carrier presumably apply to the fermionic carrier case 
as well. Moreover, the zero mode vacuum effects on energy per unit length and tension 
appear clearly from Eq. (7.103) as additional string length. The corrected values of the 
equation of state are therefore obtained by replacing the physical length of the string, L, 
in Eq. (7.124) and Eq. (7.125), by an equivalent length, L e say, which verifies 

1 _ 1 1 
2L 2 ~ 2L 2 ~ If' 


(7.128) 
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Fig. 7.3: Sign of the tension in the plane, in the infinite string limit. 

According to the macroscopic formalism, the string is unstable with respect to transverse 
perturbations for T < 0. 


In the particular case where L 2 = 6L 2 , it reads L 2 = (3/2 )L 2 . On the other hand, the 
massive vacuum effects certainly shift in a different way U and T by a finite amount as 
previously discussed, but will not be considered in the following. In the next section, the 
back reaction is derived in the classical limit in order to find corrected values of energy 
per unit length and tension. Moreover we shall take care of the finite length of the string 
L, keeping in mind that its value, and consequently the value of L e , have to be larger 
than 1/M since all physical values have been derived in the classical vortex background, 
i.e., the quantum effects of the Higgs field have been neglected. 

7.5.3 Back Reaction 

The existence of fermionic currents carrying gauge charge along the string gives rise 
to new gauge held components, B t and B z , from the equations of motion (7.21). These, 
being coupled with the corresponding currents, provide additional terms in the energy 
momentum tensor (7.87). As a first step, the new gauge held components are computed 
numerically from the zero modes solutions of Eq. (7.33). The corrected equation of state 
is then analytically derived, the numerical dependencies having been isolated in model 
dependent coefficients. 

Back reacted gauge fields 

In order to compute the B t and B z fields at first order, we only need the zeroth order 
values of the zero modes and the vortex background. Let us introduce the dimensionless 
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Fig. 7.4: The solutions of the field equations for the vortex background. The Higgs field, 
77, takes its vacuum expectation value at infinity and the gauge bosons condensate in the 
vortex. 


scaled fields and variables 


V = V H , 


Qe — Q, 



m h 


(7.129) 


with nih = r]y/\ the classical mass of the Higgs field. From the equation of motion (7.16), 
the orthoradial gauge field Q and 77 are solution of 


d 2 77 1 d77 

dg 2 g d£> 

d 2 Q 1 d Q 

d g 2 g dp 


^ + W 

g z 2 

7 ^q, 

mi 


1 ), 


(7.130) 

(7.131) 


where m b = qc^r] is the classical mass of the gauge boson. The numerical solutions of these 
equations have been computed earlier by many people [23, 282] using relaxation methods 
[6]. They are presented in Fig. 7.4 for a specific (assumed generic) set of parameters. In 
the same way, deriving Eq. (7.33) with respect to g yields the right component of the zero 
mode Y as a solution of 


tf- 


77 q 
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ci + 


-OCR 


C(f) 
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nH' + Q 
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q 77 
Q - n 
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2 2 

- ^2 H2 
mi 


Q 

Cl = 0, (7.132) 
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while the left one satisfies 


i—HU = Ci- — 

777/h C(j) 


Q - n 


Cl, 


(7.133) 


where a prime indicates a derivation with respect to the dimensionless radial variable g. 
The field T verifies similar equations with the transformation, ( —»► £ and c x —> c^. The 
numerical integration has been performed with a relaxation method [6] and verified on 
the original system (7.33) with a shooting method. As a result, the normalized probability 
densities of the zero modes, \X\ 2 and \Y\ 2 , are plotted in Fig. 7.5. The dimensionless radial 
functions f x and defined from Eq. (7.109) and Eq. (7.110) by 

fx = U = (7-134) 

mi m h 

are plotted in Fig. 7.6. As expected, the fields are confined in the string core, and so will 
the corresponding fermionic currents. 

Let us define the more relevant components of the backreacted gauge field, A B = 
B z — B t and ££> = B z + B t , with the corresponding dimensionless scaled fields A Q and 
EQ defined by 


AB = (p x - p x ) 4^. EB = - (p, - *) 4—- (7.135) 

\ a a/ q C ^ \ v nr j2 q C ^ 

The equations of motion (7.21) in the classical limit now reads 

AQ" + -AQ' - ^H 2 AQ = YQ" + -HQ' - ^H 2 Y,Q = —. (7.136) 

P mi qc<p p mi qc$ 

As for fermions, these new gauge fields get their masses from coupling with the Higgs field, 
and therefore have non-zero mass outside the string core. Moreover, they are generated by 
fermionic massless currents confined in the core, therefore they also condense in and do not 
lead to new long-range effects. The solutions of these equations (7.136) have been obtained 
using, once again, a relaxation method [6] and are represented in Fig. 7.7. Note that owing 
to the scaled field AQ and EQ, we have separated the numerical dependence in the gauge 
field and currents from the fermion densities content [see Eq. (7.135)]. Up to now, we have 
computed the fermionic gauge currents along the string as well as the component B t and 
B z , so that the back reaction correction to the energy momentum tensor is computable 
from Eq. (7.87). As in the previous section, the energy per unit length and tension can 
be derived in the preferred frame where the stress tensor is diagonal, but now we have to 
find the eigenvalues of the full two-dimensional energy momentum tensor T b r + (T ), 
with 

Tli = f rdrd er b t 


( 7 . 137 ) 
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Fig. 7.5: The normalized probability densities of the zero modes, |X| 2 and \Y\ 2 . The rapid 
decay far from the string core reflects the bound state nature of the condensates. 



Fig. 7.6: The dimensionless radial current functions f x and /</,. They can be viewed as 
the effective transverse density charge carried by the fermion currents. Their sign results 
in the initial choice of each conserved fermion gauge charge. 
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Fig. 7.7: The dimensionless backreacted gauge fields A Q and T,Q, generated by the 
fermion currents. They do not lead to new long-range effects since they acquire non-zero 
mass outside the string core due to their coupling with the Higgs fields. 


Energy per unit length and tension with back reaction 

Using the dimensionless field, A Q and EQ, with the expressions of the currents given 
in equations (7.107) and (7.108), one gets, after some algebra, the full expression of the 
stress tensor with corresponding eigenvalues 


u = M-- - i(e x , + 4 wJ ( r? x - (ni - , (7.13s) 

f = m 2 - i(e x , e t )n x n t - 4 (ri - . _L) , (7,1.39) 

with the scaled state parameters 



(7.140) 

(7.141) 















1.5. Equation of state 151 


and the function Z(0 X , 0^,) defined by 


/(e x ,e*) = 


mi 


fax + Ia^) sin ^0 X - 0 


wr l I ml / 7T 

^^(/A x -/A2)sin 2 (0 X -- 

sin (0^ - f) 


x- 


(7.142) 
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27t 2 ?7 : 


/ 'JY 

(7sv> — 7 s 2 ) sin 2 ^0^, — — 


The numerical integrations previously carried out appear through pure numbers which 
depend only on the model parameters. The coupling Z^j 7 ' leads to the following quantities 


Zs x - - 2 


Ze i> — — 2 


£>d£>£Q(£>) 




/x(g) 

hie) 


Za^> — — 2 


Zax — 2 


pdp A<2(£>) 


£>d£» AQ(g) 


hie) 

hie) 

qc* 


while the kinetic contribution of the new gauge fields appears through 


Za2 — 


£>d£> 


d c AQ(o) 


Ze2 — 


£>d£> 


d e XQ(g) 


(7.143) 

(7.144) 

(7.145) 


By means of the equations of motion (7.136) and the constant sign of A Q and SQ, Ia x and 
Ze^, are found to be always positive. Intuitively, as in electromagnetism, the gauge field 
generated from charge currents tends to resist to the currents which give birth to it. In 
our case, the back reaction actually damps the weight of the charge carriers in the energy 
per unit length and tension. In fact, the relevant state parameters are now 77 instead of 77 
with 77 < 77 since Za x and 1^ are positive. Moreover, numerical calculations show that 
the kinetic contribution numbers (7.145) are always one order of magnitude smaller than 
those resulting in the coupling between gauge fields and currents (7.143), as expected for 
reasonable backreacted gauge field since they only involve the square gradient of these 
fields [see Eq. (7.145)]. However, there is an additional term involving new dependence 
in the asymmetry between particles and anti-particles through the Z(0 X ,@<^) function. 
In order to understand this point physically, let us derive the magnitude of the gauge 
current carried by the fermions. From Eq. (7.107) and Eq. (7.108), once the transverse 
coordinates have been integrated over, the dimensionless magnitude reads 


~2 

3 = 


2(2 qc^ 2 F x F it sin (© x - 0 sin (©^ - 0 


77,77 
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with the dimensionless constants are 

F x = / £>d£> 


fxie) 


Fj, = / £>d£> 


(Ze^> — Z S2 ) sin" — — 

(7.146) 

hie) 

7C0 


(7.147) 
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These numbers can be viewed as the effective charge carried by the fermionic gauge 
currents since 


(2 qc^) 2 F x F^ 4 


(7.148) 


The function /(@ x ,0^) therefore verifies 


/( 0 X , Q^)TZ x Tl^ 


Iy.\ + -T &tb - 2 


A tp ' 


87 tF x F^ 


(7.149) 


and, as before, according to Eq. (7.136), (is x + Iai/>)/(F x F^) is always positive, so the sign 
of / directly reflects the spacelike or timelike nature of the current. Thus, in addition to 
the back reaction damping effect, there is a correction to the energy per unit length and 
tension directly proportional to the magnitude of the fermionic current. Note that this 
effect appears as a correction due to back reaction and not, as it is the case for cosmic 
string with bosonic current carriers, at the zeroth order [282], 


Equation of state with back reaction 

Unfortunately, the corrected expressions of the line density energy and tension in¬ 
volve four independent state parameters, and consequently are not easily representable. 
However, they can be studied as functions of the damped fermion densities 1Z, modified 
only by the function /(@ x ,©^) which quantifies the efficiency of the fermionic currents 
in generating backreacted gauge fields. In this way, the comparison with the zeroth order 
case is all the more so easy. 

The study of the surfaces defined by U and T in the plane (TZ X: TZ^) is less canonical 
than at zeroth order. Three critical values of the function / are found to modify the 
behaviors of the tension and energy per unit length, namely, —47r, 0, and 47T. However, 
only small values of / are reasonable in this model as it is discussed in the next section. 
This analysis is consequently constraints to values of |/| < 47T. 


Energy per unit length. The line density energy follows different behaviors according 
to the value of /. 

The first and simplest case / < 0, obtained for spacelike fermionic gauge currents, 
is very similar to the zeroth order case, and the energy per unit length just grows a bit 
faster with the damped fermion densities 7 Z x and 7as on Fig. 7.8. 

For timelike currents, I > 0, we find that the back reaction damps the growth of the 
density line energy with the fermion densities. As a result the line density energy seems 
to decrease in some regions, and the stationary curves of U with respect to TZ X are given, 
from Eq. (7.138), by 


2 

JL + 


dU - 2 tt^ 

—= 0 -<=> 7 Zih = ~r~ 7£ x 

07£v L e 
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(7.150) 
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Fig. 7.8: The energy per unit length in unit of M 2 as function of 1Z X /M and H^/M, for 
spacelike currents with J(0 X , 0^) < 0. The influence of the finite length of the string just 
appears near the axes. 


and thanks to the symmetry between 7 Z x and 77.p, similar equations are obtained for 
dU/dlZ^ = 0. Finally, the variation domains of the line density energy are represented 
in Fig. 7.9 for 0 < / < 47 t. The first discrete values of the fermion densities (the length 
of the string is finite) have been represented by dots in the (77 x ,77^)-plane, and as can 
be seen in Fig. 7.9, for reasonable values of /, there is no available quantum state inside 
the tiny decreasing regions. Consequently, the density line energy always grows with the 
fermions densities and remains positive. Since the stationary curves of U are asymptot¬ 
ically proportional to 1/L e < 1/L [see Eq. (7.150)], they coincide with the axis in the 
infinite string limit. The surface describing U(1Z X ,H^) has also been plotted in Fig. 7.9 
in unit normalized to M 2 , and for minimal acceptable value of L e = 10/M just in order 
to show the influence of the finite length. 


Tension. The study of the tension with respect to the fermion densities is performed in 
the same way. As before the stationary curves of T with respect to 7 Z x or are found 
from Eq. (7.139), and follow the same equation as those of the energy per unit length in 
Eq. (7.150), although the variation domains are not the same and have been plotted in 
Fig. 7.11 for different values of the function I. 

For timelike fermionic gauge current, I > 0, the tension decreases faster than in the 
zeroth order case, with the damped fermionic densities 7 Z x and 7as on Fig. 7.10, and 
reaches negative values at large densities (see Fig. 7.12). The back reaction just increases 
the slope of the surface, and thus, the negative values are reached more rapidly. As for 
the energy per unit length, the equivalent length was chosen equal to L e = 10/M in the 
following figures. 

For spacelike fermionic gauge currents, —47 t < / < 0, the back reaction damps the 
decrease of the tension with respect to the damped fermion densities. There are also tiny 





























154 Chapitre 7. Modes de masse nulle (article) 


x 10 




O 


U .['] = 



Fig. 7.9: Variation domains of the energy per unit length, plotted in unit of M 2 , in the 
(TZ X /M,TZ^/M) plane for timelike currents with 0 < / < 47 t. The vertical hatched regions 
define domains where the line density energy could decrease with 1Z X whereas the horizon¬ 
tal ones are regions where the line density energy could decrease with 7On one hand, 
these domains are asymptotically limited by the curves 71 = (2n/L c ) ^/2/(16 tt 2 — I 2 ) and 
therefore coincide with the axis for large values of L e . On the other hand, for reasonable 
values of / -C 47 t, there is no accessible quantum state inside, the first one being shown 
as a dot. As a result the energy per unit length always grows with the parameters 1Z and 
is always positive. 
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Fig. 7.10: The tension for timelike currents with I > 0, plotted in unit of M 2 in the 
(1Z X /M,7Z^/M) plane. Note the shift near the axes due to the finite length of the string. 


regions near the axis, with areas inversely proportional to L e , and where T could grow 
with respect to one of the state parameters 1Z X or IZ^ (see Fig. 7.11). As previously, for 
reasonable values of I, the first discrete values of the parameters are out of these domains, 
and the tension always decreases with both fermion densities. Finally, the tension reaches 
negative values at large damped fermion densities (see Fig. 7.12). 


Relevant values of the parameters 


The previous derivation of the back reaction is built on the classical vortex background 
and it is acceptable only if the backreacted gauge fields do not perturb appreciably the 
Higgs and orthoradial gauge fields profiles (see Fig. 7.4). From Eq. (7.16), it will be the 
case only if Q f Qt and Q Z Q Z can be neglected compared to Q e Qg. From Eq. (7.135), and 
QeQ 9 ~ ml, this condition reads 


(qc ( f > ) 2 ABT,B 

QeQ e 


1Z X 1Z 1 


sin (0 X - f) sin (©^ - f) m 


7T7f 


nr] z 


aqeq < i, (7.i5i) 


or as function of 7(0^, 0 X ) and the damped fermion densities, 


i (e*.e#) 


nr] 2 


< 1 . 


(7.152) 


This condition is satisfied for damped fermion densities small compared to the string 
energy scale, or for tiny values of the function 7(0^,, 0 X ). Moreover, the backreacted 
gauge fields need to be small in order to not significantly perturb the zero modes. From 
the equations of motion (7.22) and (7.24), this condition leads to AB, T,B -C 1Z and from 
Eq. (7.135) to 

!!|2iW E( A)Q(o)«l. 


( 7 . 153 ) 
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Fig. 7.11: Variation domains of the tension, plotted in unit of M 2 , for spacelike currents 
with —47 t < I < 0, in the (77 X /M, 77^/M) plane. These regions have the same geometrical 
properties as the line density energy ones in Fig. 7.9, but this time, the zones with vertical 
hatches are domains where T could grow with respect to 7 Z x , whereas the horizontal ones 
correspond to growth with respect to 7For reasonable values of /, the discrete values 
of 77, represented by dots, are out of these regions, and the tension always decrease with 
both fermion densities. 
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Fig. 7.12: Sign of the tension for timelike currents with / > 0, and spacelike currents with 
—An < I < 0, the curves have been plotted with L e = 10/M in aim at clearly separating 
the various regions. In the timelike case, the domain where the tension is positive is closed, 
the null tension curves intersecting the axes at 77 = \/2L e M 2 //, whereas for spacelike cur¬ 
rents, the null tension curves tends asymptotically to 77 = (2n / L e )^/2/ (167T 2 — I 2 ). Recall 
that the regions where T < 0 are unstable with respect to transverse string perturbations 
according to the macroscopic formalism. 


On the other hand, the maximum value of / in Eq. (7.142) is clearly obtained when there 
are only particles or anti-particles trapped in the string (0 = 0 or O = n), and deriving 
the order of magnitude of the numerical integral in Eq. (7.143), using equations (7.136) 
and (7.109)-(7.110), one shows that the large values of / (as / > 47 t) can only be obtained 
for model parameters which verify 

^^E(A)Q(0) > 1. (7.154) 

V c$ 

As a result, in order for the backreacted gauge fields not to modify the equations of motion 
of the fermions at first order, the function I has to be much smaller than 47T. If it is not 
the case, then the previous zero modes are no longer valid solutions and the relevant 
equations of motion, in the case of the T fermions, now read, from Eq. (7.22) 
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(7.155) 


where the angular dependence has not been written owing to Eq. (7.31) and assuming 
mi = m3 + n. The zero modes seem to acquire an effective mass proportional to A B or 
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TjB. More precisely, they are no longer eigenstates of the 7 ° 7 3 operator since new spinor 
components appear [£i, £4 here, see Eq. (7.33) and Eq. (7.34)]. It is clearly a second 
order effect since the gauge coupling constant q can be removed in the previous equations 
(7.155) using Eq. (7.135) and assuming 

Z = X + q 2 5Z, (7.156) 

with X the zero mode solution k = —to for T fermions [see Eq. (7.43)], and q 2 5£, the 
perturbation induced by the back reaction [302], As a result, for strong back reaction, the 
semi-classical approach can no longer be used, since such second order effects appear as 
the semi-classical manifestations of the one loop quantum corrections, and thus, only a 
full quantum theory would be well defined. However, if there is only one kind of fermion 
trapped in the string, 4/ say, the zero modes are not affected by the back reaction since A B 
is only generated from the X current, and therefore vanishes [see Eq. (7.136)], so £ = X is 
always solution of the equations of motion (7.155), and identically for the X zero modes 
alone [256]. Note, that there is no contradiction with the usual index theorem since it is 
derived for Dirac operators, and thus without backreacted fields. This just shows that the 
modes propagating in the vortex with strong backreacted gauge fields are no longer well 
described by the usual zero modes. Physically, it might be the signature of a tunneling 
of the zero modes to another states. The massive modes which have not been considered 
here could be more relevant in such cases. 

On the other hand, the shape of the string might allow the fermion densities 1Z X and 
TZr,), to reach the tiny regions where the energy decreases with one of them (see Fig. 7.9), 
by means of the zero mode vacuum quantum effects. The present toy model does not 
involve the effect of the radius of curvature R of the string, and it is reasonable that the 
contribution of the zero mode vacuum to the energy per unit length involves R through 
a redefinition of L e . If L e becomes smaller than L , the first discrete values of the fermion 
densities could be inside the hatched regions in Fig. 7.9, since the discrete values of the 
fermion densities only depend on the physical length of the string L. Note that it would 
therefore be necessary that the zero mode vacuum energy is negative, which is not the case 
without curvature in the simple framework of Sec. 7.4.2. Such effects could be relevant 
for vorton stability, as, for a small radius of curvature, the string could become unstable 
to fermion condensation. 

Finally, the model can be used only at the tree order, and the conditions (7.152) and 
(7.153) are the validity criteria of the above derivations. 

7.6 Comparison with the scalar case 

Owing to the fermionic two-dimensional quantization along the string, the energy per 
unit length and the tension of a string carrying massless fermionic currents have been 
derived up to the first order in back reaction corrections. The state of the string is found 
to be well defined with four state parameters which are the densities of each fermion 
trapped in the string, and asymmetry angles between particles and anti-particles in each 
fermion family. It seems quite different than the bosonic charge carriers case, where the 
current magnitude is the only relevant state parameter [282], however, this is the result 
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of the allowed purely classical approach where the superposition of many quantum states 
can be view as only one classical state owing to the bosonic nature of the charge carriers. 
As a result, there is a degeneracy between the number of bosons trapped in the string and 
the charge current. The quantization introduced to deal with fermions naturally leads to 
separate the charge current from the particle current through the existence of anti-particle 
exitations. Moreover, the magnitude of the current can only modify the equation of state 
at non-zeroth order because the chiral nature of fermions trapped in the string requires 
simultaneous exitations between the two families to lead to non-lightlike charge currents. 

Nevertheless, some global comparisons can be made with the scalar case. First, for 
reasonable values of / 47 t, the energy per unit length grows with the fermionic densities, 

whereas the tension decreases with them. However, note the relevant parameter for the 
change in behaviors of the tension and line density energy is the function J(@ x , 0 ,/,) instead 
of the current magnitude in the scalar case. As it was said, / quantifies, through the 
asymmetry between the number of particles and anti-particles trapped in the string, the 
efficiency of the charge current per particle to be timelike or spacelike. The more positive 
is /, the more timelike the fermionic charge current per particle will be, and conversely 
the more negative / is, the more spacelike it will be. Once again, this difference with the 
scalar case appears as a result of the degeneracy breaking between particle current and 
charge current due to the fermionic nature of the charge carriers. 

The stability of the string with respect to transverse perturbations is given from the 
macroscopic formalism by the sign of the tension (for line density energy positive) [80, 
71, 70, 63], and we find that instabilities always occur for densities roughly close to 
M/\J47 t T /, in finite domain for timelike current, in infinite one for spacelike currents with 
—An < I < 0. Another new results are obtained from the multi-dimensional properties of 
the equation of state, in particular the problem of stability with respect to longitudinal 
perturbations differs from the scalar barotropic case where the longitudinal perturbations 
propagation speed is given by cj' = —dT/dU [80, 71, 70, 63], and therefore its two- 
dimensional form has to be derived to conclude on these kinds of instabilities. Nevertheless, 
by analogy with the scalar case, since, in the non-perturbed case and in the infinite string 
limit, the equation of state verifies U + T — 2 M 2 [283], the longitudinal perturbation 
propagation speed might be close to the speed of the light, even with small back reaction, 
and therefore, only transverse stability would be relevant in macroscopic string stability 
with massless fermionic currents. 


7.7 Conclusion 

The energy per unit length and the tension of a cosmic string carrying fermionic 
massless currents were derived in the frame of the Witten model in the neutral limit. 
Contrary to bosonic charge carriers, the two-dimensional quantization required to deal 
with fermions, leads to more than one state parameter in order to yield a well-defined 
equation of state. They can be chosen, at zeroth order, as fermion densities trapped in 
the string regardless of charge conjugation. The minimal back reaction correction appears 
through the fermionic charge current magnitude which involves the asymmetry angles 
between the number of particles and anti-particles trapped in the string, and which might 
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be identified with the baryonic number of the plasma in which the string was formed 
during the phase transition. As a result, it is shown that fermionic charge currents can be 
lightlike, spacelike as well as timelike. Moreover the line energy density and the tension 
evolve globally as in the bosonic charge carriers case, but it was found that the tension can 
take negative values in extreme regions where the fermion densities are close to the string 
mass, and where the string is therefore unstable with respect to transverse perturbations 
according to the macroscopic formalism. 

The present model has been built on the generic existence of fermionic zero modes 
in the string and follows only a semi-classical approach. It is no longer valid for higher 
corrections in the back reaction when they modify notably the vortex background and 
seem to give effective mass to the previous zero modes. It may be conjectured, at this 
stage, that in a full quantum theory, the quantum loop corrections give mass to the 
zero modes for high currents and consequently might lead to their decay by the mean of 
massive states. Only chiral charge currents could be stable on cosmic string carrying large 
fermionic massless currents in such a case. Another possible effect, relevant for vortons 
stability, may be expected for loops with small radius of curvature, by means of the 
vacuum effects which could render the loop unstable to fermion condensation. 

It will be interesting to quantify such modifications on the equation of state in future 
works, as the effects of worldsheet curvature, and the modification of the density line 
energy and tension by the massive bound states. The field of validity of the model could 
therefore be extended to higher energy scales which would be more relevant for vortons 
and string formation. 
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Dans le chapitre precedent, la quantification des modes zeros le long de la corde a 
permis de montrer que, lorsque la retroaction etait negligee, la dynamique de la corde etait 
regie par une equation d’etat de type trace fixee U + T = 2 M 2 . Bien que la quantification 
introduise naturellement plus d’un parametre d’etat, il doit etre possible, par le formalisme 
covariant, de redefinir un parametre effectif a partir de cette equation d’etat. 

Apres avoir justifie l’approximation de temperature nulle utilisee dans la quantification 
(voir Chap. 7), la relation U + T — 2 M 2 est retrouvee par une approche purement macro¬ 
scopique. La description lagrangienne permet ensuite d’en definir une fonction maitresse 
de dependant que d’un seul parametre d’etat. Ce chapitre est essentiellement un comple¬ 
ment aux proceedings de la conference des Journees Relativistes 2001 [283]. 
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Fermionic current-carrying cosmic strings : 
zero-temperature limit and equation of state 


Patrick Peter and Christophe Ringeval 


Institut d’Astrophysique de Paris, 98bis boulevard Arago, 75014 Paris, France. 


The equation of state for a superconducting cosmic string whose current is 
due to fermionic zero modes is derived analytically in the case where the back 
reaction of the fermions to the background is neglected. It is first shown that 
the zero mode fermions follow a zero temperature distribution because of their 
interactions (or lack thereof) with the string-forming Higgs and gauge fields. It 
is then found that the energy per unit length U and the tension T are related 
to the background string mass m through the simple relation U + T = 2m 2 . 
Cosmological consequences are briefly discussed. 

8.1 Introduction 

Topological defects [109] have been considered in various physical situations, e.g. in 
the context of condensed matter and cosmology [211, 210, 341, 178]. In many cases of 
interest in cosmology [31, 47, 13, 48], they can be approximated as structureless, the rele¬ 
vant dynamics being often assumed not to depend on any specific choice of their internal 
content. For cosmic defects, this internal content would correspond to the particles that 
couple to the string-forming Higgs field [362], However, in the latter example of cosmic 
strings, it was shown that such a structure might lead to drastic modifications not only 
of these object dynamics [80, 71, 70, 63, 282], which could be seen as a mere academic 
situation given our present ignorance on their very existence, but also, because of the 
appearance of new accessible equilibrium states, of the cosmological setting, leading in 
some instances to actual catastrophes [103, 67, 54, 297]. To make a long story short, let us 
just say that currents imply a breakdown of the Lorentz-boost invariance along the string 
worldsheet, thereby allowing loop configurations to rotate, the centrifugal force hereby 
induced having the ability to sustain the loop tendency to shrink because of the tension. 
The resulting states, called vortons, might be stable even over cosmological timescales, 
scaling as matter and thus rapidly coming to dominate the Universe evolution, in contra¬ 
diction with the observations. This leads to constraints on the particle physics theories 
that predict them at energy scales that are believed to be unreachable experimentally (in 
accelerators say) in the foreseeable future. 

Unfortunately, it appears that the string structure, contrary to their counterparts as 
fundamental objects [285], is not determined by any consistency relation, and is there¬ 
fore somehow arbitrary, at least at the effective description level [362], This means in 
practice that in order to be able to tell anything relevant to (cosmic) string cosmology, 
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one needs to set up a complete underlying microscopic model, arising say, from ones fa¬ 
vorite Grand Unified Theory (GUT) [108] or some low-energy approximation of some 
superstring-inspired model [112, 20, 83, 171, 36]. 

Some generic constructions can however be arranged, as was shown to be the case 
whence a bosonic condensate gets frozen in the string core [80, 71, 70, 63, 282], In such 
a situation, the boson field phase p , thanks to a random Kibble-like mechanism, may 
wind along the string itself, thereby producing a current that turns out to be essentially 
a function of a single state parameter w, thus expressible as a phase gradient as 


W = Ko^dafpdbfp, (8.1) 

with indices a, 6 ,... varying within the string worldsheet coordinates defined by the rela¬ 

tions 

x» = Xg(Z a ), ( 8 - 2 ) 

and 7 ab the inverse of the induced metric defined with the background metric g /w as 

dXg dX" 

lab = 

A straightforward generalization of the Nambu-Goto action is then provided by the 
w— weighted measure as 

S = —m 2 J d 2 £ v / ~ 7 £{' u; }> (8.4) 

with m the typical mass scale of symmetry breaking leading to string formation and 7 
the determinant of the induced metric (8.3). Reasonable microscopic models [76] then 
yield approximate forms for the Lagrangian function £{w}, out of which the dynamical 
properties of the corresponding strings can be derived [224, 63, 144], 

Such a description remains however essentially classical even though an alternative 
formalism, also proposed by Carter [62], in terms of a dilatonic model, appears more 
suitable for quantization. This last formalism however, being fully two-dimensional, cannot 
be used to derive interesting quantities such as the relevant cross-sections for trapped 
excitations to leave the string worldsheet. This is unfortunate since this is precisely the 
information one would need for cosmological applications [103, 67, 54, 108]. 

It would therefore seem that by considering fermionic current carriers instead of 
bosonic ones, one would, because of the intrinsically quantum nature of fermions, obtain 
a more appropriate description [108, 303]. Besides, fermions are trapped in topological 
defects because of Yukawa couplings with the string forming Higgs field in the form of 
zero modes [195], so that their dynamics is described by simple (although coupled) Dirac 
equations, which are linear. In the bosonic case, the non-linear (quartic) term is essential 
in order to ensure the dynamical stability of the condensate so that a solitonic treat¬ 
ment [87, 327, 290, 193] seems the only way to deal with the underlying quantum physics. 
This fact dramatically complicates matters and as a result, a complete description yet 
fails to exist. 

However, the fermionic case is not that simple either as here, one faces another tech¬ 
nical difficulty for the classical description : it can be shown that there doesn’t exist a 
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simple state parameter [303]. An arbitrary spacelike or timelike current can only be built 
out of at least two opposite chirality spinor fields and will be given by the knowledge 
of four occupation numbers per unit length. As this is true in particular at least in the 
zero-temperature limit, we shall be concerned here first with this limit whose validity was 
assumed to depend on the particular model under consideration [108]. In the following 
section, we show that setting the temperature to zero is always a good approximation 
because of the couplings between the fermionic fields and the string-forming Higgs and 
gauge fields 1 . These results would seem to imply that the previously derived macroscopic 
formalism is irrelevant to the fermionic situation (see Ref. [70] for a many-parameter for¬ 
malism). In practice however, as a simple relationship between the energy per unit length 
and the tension can be found for fermionic currents, the single state parameter formalism 
can be used that permits to draw some cosmological consequences. 


8.2 The zero-temperature limit 

In order to have an arbitrary current built upon fermionic fields, one needs at least 
two Dirac fermions [362] T and x say, coupled to the string-forming Higgs field $ through 
Yukawa terms as well as to the associated gauge held B the later acquiring a mass from 
the vacuum expectation value (VEV) of the Higgs held. Fermions may condense in the 
string core in the form of zero modes, and by filling up the accessible states, one forms 
a current which can be timelike, spacelike, or lightlike. If one wants to give a classical 
description of such a current-carrying string, one must be in a conhguration for which 
quantum effects are negligible. Such quantum effects, as for instance tunneling outside 
the vortex, will indeed be negligible provided most of the fermions are on energy levels 
whose excitation energy is much below their vacuum mass, the latter thus playing the 
role of a Fermi energy. 

As a result, if a temperature may be dehned for the fermions along the vortex, quantum 
effects will be negligible if the temperature is small compared to the vacuum mass of the 
fermions, which essentially imply a zero temperature state. Note that the situation we are 
having in mind is reached only whenever the background temperature is low compared to 
that at which the string formed for otherwise interactions with the surrounding plasma 
could populate the high energy levels. In practice, this is what will happen at the time 
of string formation, and if the fermions did not interact at all, or only through time 
reversible interactions, one would be left with a frozen distribution corresponding to a 
high temperature state [78]. 

That this is not the case can be seen through an exhaustive list of all the possible 
fermion interactions. For that purpose, it must be emphasized that fermionic condensates 
arise in the string core in the form of zero modes, i.e. chiral states 2 . One has essentially 
two coupling possibilities, namely a coupling of the fermion with the Higgs field or with 

1 Otherwise, the temperature itself could be taken as a state parameter, so that the usual formalism 
would be applicable [343, 72, 74] 

2 We do not consider here the possible massive bound states as those are expected [108] to interact 
with each other because of diagram (c) of the figure and therefore move rapidly away from the string 


core. 
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the gauge field, illustrated on the figure. The first case (diagram a) is seen to vanish 
identically in the case of a chiral mode [303] so we shall not consider it. The second case 
is more interesting and comes from the second diagram (6) of the figure. In this case, any 
trapped fermionic zero mode is seen to be able to radiate a gauge vector boson. These 
terms do not vanish identically, and in fact can be seen to be the source for some back 
reacted components of the gauge field : as all the vectors emitted this way will eventually 
condense into a classical field, this diagram contributes to a small (and indeed usually 
negligible [303]) contribution in the energy per unit length and tension. 



Fig. 8.1: Exhaustive list of all the possible interaction terms between fermions and Higgs 
and gauge fields, (a) Higgs radiation by a fermion field denoted by i/j or x (two fermion 
at least are necessary in order to generate an arbitrary kind of current), (6) gauge boson 
radiation, (c) coupling between the various fermion fields. 


Finally the third term, (c), of the figure, represents a would-be interaction term be¬ 
tween the fermions that could be responsible for an equilibrium configuration. When one 
considers only zero modes in a usual model, such a term actually vanishes because both 
fermions must have opposite chiralities in order for the theory to be well defined. As a 
result, interactions between fermions turn out to be negligible. 

We are now in a position to understand the microphysics of what might happen inside 
a fermionic current-carrying cosmic string. First, when the fermions become trapped in the 
string core, they do so on arbitrary high energy levels inside the string. Then, they have 
the possibility to radiate most of their energy away in the form of the vector field, thereby 
creating the back reacted component. Note that the vector field itself can also interact 
with the Higgs field thereby producing an effective lack of symmetry between diagram ( b ) 
and its time reversed counterpart. This implies that the overall effect is indeed a radiative 
decay and not an equilibrium. Thus, all the populated states end up being the lowest 
reachable states. In practice, that means that the effective temperature of the fermion gas 
is vanishing. Moreover, such a configuration in turn is stable as no interaction between 
the various fermion field can be present. 


8.3 Fermionic string equation of state 

As was discussed above, fermions that are coupled to the Higgs field may be bound 
to cosmic strings in the form of zero modes [362, 303, 195] and therefore the current they 
generate arises from lightlike components. We recall briefly the formalism necessary to 
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handle this case and then move on to derive the resulting stress-energy tensor as well as a 
simple relationship relating its eigenvalues. This leads to a plausible classical description 
in terms of a state parameter whose validity is discussed. 

8.3.1 Stress-energy tensor and equation of state 

Chiral currents have special properties and need be studied on their own. As was 
shown earlier, a phase gradient formalism hold for them, similar to the a—model [62] 
with vanishing potential, namely [82] 

<S* = ~ j d 2 ^\/ Z 7 ^ rn 2 + ^f 2 ^ ab d a g)d b ^ , (8.5) 

where the normalization constant Kq of Eq. (8.1) in the w —formalism has now been 
promoted to a dynamical held whose variations lead to an ever-lightlike current. 

Considering now a system of fermionic zero modes, and neglecting back reaction, 
one may arrive at the conclusion that the relevant action describing a general fermionic 
current-carrier cosmic string will be given by 

S F = f d(8.6) 

where the Lagrangian function £ is 

1 N 

£ = -m 2 - -5^f 0 7 ab d a F(i)db(P(i), (8-7) 

i 

N being the number of fermionic degrees of freedom (at least four [303] if the model is 
to describe arbitrary spacelike as well as timelike and chiral currents). Having obtained 
the action, it is now a simple matter to derive the corresponding dynamics by varying it 
with respect to the various fields involved. However, as we show below, it turns out not 
to be strictly necessary as many consequences, in particular in cosmology, stem directly 
from the energy momentum tensor eigenvalues U and T, i.e. respectively the energy per 
unit length and tension, for which a very simple relationship is now derived. 

First of all, as all the fields -0(i) are independent, it is evident that variations of (8.7) 
lead to the chirality condition on the various currents induced by the phase gradients, 
namely 

A C 

YT~~ = 0 => l ab daV{i)d b F{i) = o Vie [l,iV], (8.8) 

OV(t) 

while the currents are obtained through variations with respect to the phases themselves 

= 0 ^ V 0 (^)7 ab ^£«) = VJfo = 0, Vie [1,7V]. (8.9) 

Eq. (8.8) can be seen to imply, in our two-dimensional case, that each function <^(q(£ a ) 
separately is harmonic, i.e. 


r*V.V^ (j ) = 0 Vi e [1, AT], 


(8.10) 
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so that the current conservation equations (8.9) can be cast in the form 

7 a6 V a ^(j)V^(i) = 0 Vi G [1,1V], (8.11) 

which means that every V’p) is a function of <^(i) only, for any fixed value of i. As a result, 
the formalism really describes only N degrees of freedom, and not 21V, and one may 
interpret the phase gradients as occupation numbers per unit length in a given underlying 
fermionic current-carrying model. 

The stress energy tensor is now obtained by the standard procedure of variation with 
respect to the metric, i.e., 

_ tsr 

( 8 . 12 ) 


T^ v = 2 


89. 


fllS 


where the first fundamental tensor of the worldsheet [80, 71, 70, 63] 

h dX( dX 1 ' 

r jl i1 ' — -y ab _§__S_ 


rf w = v*v v 




d( a di b ^ 8 ' 13 ^ 

is definable in terms of the eigenvectors u M and respectively timelike and spacelike 
(u^u^ = —v^v v = — 1 ), of the stress energy tensor for a non-chiral current : 

(8.14) 

(8.15) 

(8.16) 


and 


T 111 ' = Uu»u v - 7W. 


The stress-energy tensor now reads 


N 


T"" = -mV" + 2 £ A) ( X s,c X s>S,f(l) ~ 

i 

with a comma denoting partial differentiation with respect to a worldsheet coordinate. 
The last term identically vanishes because of the on-shell relation ( 8 . 8 ), and we can now 
compute the eigenvalues by projecting on the eigenvectors as 


T T rji 2 
(J — 1 u^Uv — m 





and 


N 


T = 


= m 2 - - YjA 


(8.17) 


(8.18) 


By adding these two equations up, one gets that the last term is proportional to the first 
fundamental tensor rf u projected onto the worldsheet coordinates, i.e. a term proportional 
to the induced metric 7 a j>. As each part of the current is made of chiral fields, this last 
term eventually cancels out and one is left with [a relation obtainable directly by taking 
the trace of the stress tensor (8.16)] 

U + T — 2m 2 , (8.19) 


which will be our final equation of state for a fermionic current carrying cosmic string in 
the zero temperature limit. Note that this relation holds in the specific case of the model 
discussed in Ref. [303] whenever one neglects the fermion back reaction on the string 
fields. 
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8.3.2 A macroscopic model 

Let us now discuss the various implications of this result. The most important point 
related with cosmological models involving current-carrying strings concerns vorton stabil¬ 
ity. As such a model is exclusively classical in nature, we shall not examine the quantum 
stability here, especially since this was already discussed in Ref. [108]. Before however 
turning to this physical point, we should like to stress a simple technical detail concerning 
the equation of state itself. 

As we have said, a fermionic current-carrying cosmic string does not in general admit 
a classical description in terms of a single state parameter. However, in the case where 
a functional relationship exists between the energy per unit length and the tension, as 
is indeed what happens in the situation under consideration here, a state parameter can 
easily be derived as follows. 

Let us consider again the w— formalism. Performing the Legendre transform 



( 8 . 20 ) 


it can be shown that [80, 71, 70, 63], depending on the timelike or spacelike character of 
the current, the energy per unit length and tension can be identified, up to a sign, with 
C and A. As a result, the knowledge of £ as a function of A or, in other words that of 
U(T), permits to integrate Eq. (8.20) to yield the state parameter through 



( 8 . 21 ) 


whose inversion, in turn, gives the functional form of the Lagrangian £{«;}, up to a 
normalization factor. Applied to our case, Eq. (8.21) implies immediately 


w 


C{w} = — m 2 


( 8 . 22 ) 


so we see that an arbitrary current formed with many lightlike currents can be described 


by means of a single state parameter with almost the simplest possible model; in Eq. (8.7), 


it suffices to replace the sum over the many chiral models by the standard form of w , i.e. 


Eq. (8.1), which can be viewed as the auxiliary field i/j acquiring a fixed value ”on shell”. 


This is just the action of Eq. (8.5) with -0 2 = ^o- 

The model described by Eq. (8.22) was however ruled out as a valid description of a 
realistic Witten-like current-carrying string in Ref. [76], so one may wonder how it can 
be re-introduced here. There are two answers to that question. First, it can be argued 
that most of the statements in this reference applied to bosonic current-carriers, and have 
therefore no reason to be true in the fermionic case, except that bosons and fermions are 
known to be equivalent in two dimensions [362], As a result, a classical description of a 
vortex must somehow take into account the finite thickness effects before averaging over 
the transverse degrees of freedom, so that the string keeps a track of its 3 + 1-dimensional 
nature. 

The second, perhaps more important reason, why the model given by Eq. (8.22) was 
not considered seriously as a candidate to describe a current-carrying string is the satura¬ 
tion effect. There must indeed be a maximum current flowing along a string as individual 
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particles making the current are limited in energy because they are bound states. In the 
case of bosons, thanks to Bose condensate, all the particles are essentially in the same 
state and the saturation effect stems from the non-linear (interaction) term between them. 
As it turns out, even the interaction terms can be adequately treated through a mean 
field approximation, so that a classical held description is valid in this case. For fermions 
however, this effect finds its origin in a completely different mechanism, related to the 
exclusion principle : it is necessary, in order to increase the value of the current, to add 
more particles on higher and higher energy levels, up to the point where it becomes ener¬ 
getically favorable for them to leave the worldsheet as massive modes. This is therefore a 
purely quantum effect which cannot, of course, be properly taken into account in the clas¬ 
sical description developed here whose range of validity is thus limited to small currents. 
Moreover, contrary to the bosonic situation in which the boson mass enters explicitly as 
a relevant dynamical parameter, fermionic zero modes exist independently of the vacuum 
fermion mass, so there is no mass scale that could determine the saturation regime in 
such a classical description. 

The conclusion of the previous discussion is that the model described by Eq. (8.22) is 
indeed an accurate representation for fermionic current-carrying cosmic strings provided 
the current is far from the saturation regime. It should be emphasized that it will be 
the case for most of the evolution of a network of such strings, so that one is entitled, 
for cosmological application purposes (e.g. numerical simulation), to derive the string 
dynamics with the linear model. 


8.4 Consequences 


Let us now move to the consequences of such an equation of state. We shall assume 
for now on that the macroscopic formalism with the Lagrangian given by Eq. (8.22) is 
valid to describe a fermionic carrier cosmic string, provided the string never leaves the 
elastic regime. In other words, we shall assume that the string, whatever its shape, has 
a curvature radius everywhere much larger than its thickness and that the Fermi level is 
below the vacuum mass of the fermion so that the quantum effects are negligible. 

Given a functional relationship between the energy per unit length U and the tension 
T, one can calculate the perturbation velocities respectively as[80, 71, 70, 63] 



for the transverse perturbations, and 

2 _ 

° L ~ ~dU 


(8.23) 


(8.24) 


for the longitudinal ones. In the case at hand (8.19), this gives 

9 9 2m 2 

4 = 1, 4 = — - 1 < 1 (8.25) 

since m 2 < U < 2 m 2 by construction. On a plot c 2 versus c 2 , such an equation of state 
would therefore just be the line c 2 = 1. For cosmological considerations, one may also 
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consider for instance the back reaction of the fermions on the background vortex fields, 
or even the electromagnetic back reaction for charged carriers. This means in practice, 
if one suppose that these will indeed lead to corrections which in principle could not be 
properly placed on such a diagram, that the corrected equation of state would be a curve 
somewhere near the c^ — 1 line. 

The sit uation is exactly the opposite of what happens for a boson field [245] for which it 
had been found that the equation of state in this plot is a curve close to the = 1 line. One 
can understand this result as a kind of duality between fermion and boson condensates, 
the corresponding equations of state being roughly symmetrical with respect to the line 
cj' = (?. This adds further insight on the fact that a purely 2-dimensional description is 
not valid before the full field theory has been solved. It may be conjectured at this point 
that a string carrying a current generated by both fermions and bosons with an underlying 
supersymmetric model [321, 102] could produce an equation of state exactly lying on the 
line cj* = c 2 r , i.e. the so-called fixed determinant model (arising also from a Kaluza-Klein 
projection [266] or as a smoothed average description of the large scale behavior of a simple 
Nambu-Goto model over the small scale wiggles [248, 343, 72]) for which UT = m 4 . The 
advantage of this model, if the conjecture turned out to be a reasonable approximation 
of a more realistic equation of state, lies in its complete integrability [72] in the case of a 
flat background. Such a feature might be useful in network simulations. 

The last point that needs be mentioned here concerns vorton stability. It was shown 
under rather general conditions that circular loops reaching an equilibrium state thanks 
to a current may suffer from classical instabilities, the fate of which presumably leading 
to quantum effects [247], provided the equation of state is in the region above the cj* = 
line [81, 246]. Inclusion of the electromagnetic corrections has also been achieved, showing 
that these can reduce the number of vortons that can form during the loops evolution [144], 
but that once they are formed, they are, classically, more stable [243]. In our case, if the 
corrections do not change drastically the form of the equation of state, the vortons would 
exist comfortably below the critical line. Therefore, we expect them to be much more stable 
with respect to classical perturbations. In fact, it is very hard to imagine anything, except 
quantum background interaction [108], that could destabilize a vorton whose dynamics 
stems from the Lagrangian (8.22). 


8.5 Conclusion 

Fermionic zero modes trapped in cosmic strings are shown to follow a vanishing tem¬ 
perature Fermi-Dirac distribution. This is so because the chirality of the zero modes 
involved are such that the only possible interaction of the fermions is through gauge bo¬ 
son radiation, leading to an effective loss of energy (on average). As a result, as strings 
are formed and fermions get condensed along them in the form of zero modes, populat¬ 
ing arbitrary high energy levels, they have the possibility to decay radiatively until they 
reach a zero temperature distribution. Then, as all other interaction terms are identically 
vanishing, they remain in this state which thus happens to be stable. 

Assuming therefore such a vanishing temperature fermionic current-carrying cosmic 
string, it turns out that the equation of state relating the energy per unit length U and 
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the tension T is of the self-dual [76] fixed trace kind, namely U + T = 2m 2 , with m the 
characteristic string-forming Higgs mass. Although fermionic carriers imply the need of 
more than one state parameter, this implies that the simplest linear Lagrangian (8.22) 
provides a good approximation for a classical description of such a vortex. This could in 
fact have been anticipated as this is the only available equation of state that does not 
involve any new dimensionfull constant. 

Vortons formed with such currents are completely stable, at least at the classical level 
(see however Ref. [108] for quantum excitations). Assuming back reaction and electro¬ 
magnetic corrections to be small, one finds that the vorton excess problem [103, 67, 54] 
is therefore seriously enhanced for fermionic current-carrier cosmic strings. 
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Dans le chapitre 7, nous avons montre que les effets de retroaction, induis par la prop¬ 
agation des modes zeros charges le long de la corde, modifient, au premier ordre dans les 
charges fermioniques q, Fequation d’etat. Au deuxieme ordre g 2 , nous avons egalement vu 
que les modes zeros n’etaient plus solutions des equations du mouvement (voir Sect. 7.5.3). 
II est done legitime de s’interroger sur la pertinence physique de ces modes, d’autant plus 
que leur existence prevoie la stability des boucles de corde associees (voir Chap. 8). Plus 
precisement, les modes zeros possedent la propriety d’etre etats propres de l’operateur 
de conjugaison de charge 7 ° 7 3 (voir Chap. 6 et 7), et les equations du mouvement per- 
turbees (7.155) montrent clairement que la retroaction detruit cette caracteristique. Si 
il existe des solutions de propagation dans le vortex n’etant pas etats propres, a l’ordre 
le plus bas, de cet operateur, la topologie de celles-ci n’en sera certainement pas modi- 
fiee aussi radicalement. Dans cet article, publie dans la revue Physical Review D [300], 
nous calculons explicitement ces solutions et montrons qu’elles correspondent a des modes 
massifs se propageant le long de la corde. L’equation d’etat corresponclante est calculee 
en generalisant la methode de quantification introduite initialement pour les modes zeros 
(voir Chap. 7). Le type de regime de propagation des perturbations transverses et lon¬ 
gitudinals est finalement discute, et il apparait que les cordes cosmiques posseclant des 
courants de fermions subissent de multiples transitions entre les regimes subsoniques et 
supersoniques. 
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Fermionic massive modes along cosmic strings 
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The influence on cosmic string dynamics of fermionic massive bound states 
propagating in the vortex, and getting their mass only from coupling to the 
string forming Higgs field, is studied. Such massive fermionic currents are nu¬ 
merically found to exist for a wide range of model parameters and seen to modify 
drastically the usual string dynamics coming from the zero mode currents alone. 

In particular, by means of a quantization procedure, a new equation of state de¬ 
scribing cosmic strings with any kind of fermionic current, massive or massless, is 
derived and found to involve, at least, one state parameter per trapped fermion 
species. This equation of state exhibits transitions from subsonic to supersonic 
regimes while the massive modes are filled. 

9.1 Introduction 

Since it was realized that some early universe phase transitions might lead to the 
formation of topological defects [211, 210], cosmic strings have been the subject of intense 
work within the context of cosmology [276, 47, 15]. The large scale structure generated 
by an ordinary string network in an expanding universe, as well as its imprint on the 
microwave background, have thus been derived [21, 95, 365, 48] in order to state on 
their significance in the wide range of mechanisms in which they had been originally 
involved [370, 344], These predictions, compared with the observations therefore constrain 
the symmetry breaking schemes effectively realized in the early Universe. These, associated 
with the most recent data for the microwave background anisotropies [263, 226], even seem 
to show that such ordinary string networks could not have play the dominant role in the 
Universe evolution, thereby all the more so constraining the particle physics symmetries 
leading to their formation. However, as was recently shown [48], a non-negligible fraction 
of such defects could have contributed to the overall cosmic microwave background (CMB) 
anisotropies. 

Meanwhile, it was shown by Witten [362] that in realistic physical models, involving 
various couplings of the string forming Higgs held to other scalar or fermion fields, currents 
could build along the strings, turning them into “superconducting wires.” Without even 
introducing couplings with the electromagnetic fields [271], the breaking of Lorentz invari¬ 
ance along the vortex induced by such currents may drastically modify the string proper¬ 
ties, and thus, the cosmological evolution of the associated networks. In particular, cosmic 
string loops can reach centrifugally supported equilibrium state, called vortons [105], that 
would completely dominate the Universe [54], Theories predicting stable vortons thus 
turn out to be incompatible with observational cosmology, hence the particular interest 
focused on “superconducting” models. 



176 Chapitre 9. Modes massifs (article) 


Unfortunately, all the new properties and cosmological consequences stemming from 
string conductivity have not yet been clearly established, because of the complicated, and 
somehow arbitrary, microphysics possible in these models. However, although the micro¬ 
scopic properties induced by such currents depend on the explicit underlying field the¬ 
ory [107, 176, 177, 132, 16], a macroscopic formalism was introduced by Carter [80, 71, 70, 
63] which permits a unified description of the string dynamics through the knowledge of its 
energy per unit length U and tension T. These ones end up being functions of a so-called 
state parameter w, as the current itself, through an equation of state. Such a formalism 
is, in particular, well designed for scalar currents, as shown in, e.g. Refs. [282, 281] : due 
to their bosonic nature, all trapped scalar particles go into the lowest accessible state, and 
thus can be described through the classical values taken by the relevant scalar fields [23]. 
The induced gravitational field [147, 280, 279] or the back reaction effects [278] depend 
only on this state parameter. The classical string stability [64, 245] has already been in¬ 
vestigated for various equations of state relating U and T, on the basis of scalar and chiral 
currents microphysics [76, 82], Moreover, it was also shown, through a semiclassical ap¬ 
proach, that fermionic current carrying cosmic strings, even though in principle involving 
more than one state parameter [303], can also be described by an equation of state of 
the so-called “fixed trace” kind, i.e. U + T = 2 M 2 . Such a relationship has the property 
of allowing stable loop configurations to exist, at least at the classical level [245]. Never¬ 
theless, these results have been derived for fermionic currents flowing along the string in 
the form of zero modes only, as they were originally introduced by Witten [362], although 
it was shown that the fermions may also be trapped in the vortex with nonvanishing 
masses [108] : hence the following work in which the influence of such massive modes is 
studied for the simplest of all fermionic Witten model. 

In this paper, after deriving numerically the relevant properties of the trapped massive 
wave solutions of the Dirac equation in the vortex, we show that the quantization proce¬ 
dure, originally performed to deal with the fermionic zero modes [303], can be generalized 
to include the massive ones, and leads to a new equation of state with more than one state 
parameter. In particular, it is found that the fixed trace equation of state, that holds for 
massless fermionic currents alone, is no longer verified. Besides, the massive modes are 
actually found to rapidly dominate the string dynamics, thereby modifying the classical 
vorton stability induced by the zero modes alone. 

Let us sketch the lines along which this work is made. In Sec. 9.2, the model and the 
notations are set, while we derive the equations of motion. Then, in Sec. 9.3, by means of 
a separation between transverse and longitudinal degrees of freedom of the spinor fields, 
the massive wave solutions along the string are computed numerically for a wide range 
of fermion charges and coupling constants. The constraint of transverse normalizability is 
found to be satisfied only for particular values of the trapped modes mass, m say, whose 
dependence with the model parameters is investigated. The two-dimensional quantization 
of the m normalizable massive modes is then performed in Sec. 9.4, using the canonical 
procedure. In the way previously discussed in the case of zero modes [303], the conserved 
quantities, i.e. energy-momentum tensor and charge currents, are then expressed in their 
quantum form. Their average values, in the zero-temperature case, and infinite string 
limit, lead to macroscopic expressions for the energy per unit length U and tension T 
which end up being functions of the number densities of fermions propagating along the 
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string. Their derivation and extension to any kind and number of fermionic carriers is 
performed in Sec. 9.5, while the cosmological consequences of this new analysis are briefly 
discussed in the concluding section. 


9.2 Model 


We shall consider here an Abelian Higgs model with scalar <f> and gauge held B^, 
coupled, following Witten [362], to two spinor fields, T and X say. Since we are only 
interested in the purely dynamical effects the current may induce on the strings, we will 
not consider any additional electromagneticlike coupling of the fermion fields to an extra 
gauge held. Thus, we consider here the so-called “neutral limit” [282] 

9.2.1 Microscopic Lagrangian 

The previous assumptions imply one needs one local f/( 1) symmetry which is spon¬ 
taneously broken through the Higgs mechanism, yielding vortices formation. The Higgs 
held is chosen as complex scalar held with conserved charge qc$ under the local U( 1) 
symmetry, associated with a gauge vector held B fl . The two spinor helds acquire masses 
from a chiral coupling to the Higgs held, and have opposite electromagnetic charges in 
order for the full (four-dimensional) model to be anomaly free [362], Under the broken 
symmetry they also have conserved charges qc^ R , qc^ L and qc XR . qc XR for their right- and 
left-handed parts, respectively. With C\ u £ g and £</,, C x , the Lagrangian in the Higgs, 
gauge, and fermionic sectors, respectively, the theory reads 



(9.1) 


with 



(9.2) 


(9.3) 


(9.4) 


= \ PV ‘D„X - (l)„XYfX\ - gX - gxl^XK. 



(9.5) 


where the U( 1) held strength tensor and the scalar potential are 


= V ^B u - W U B^, 
1/(4) = ^(|4| 2 - r, 2 ) 2 , 


(9.6) 

(9.7) 


while covariant derivatives involve the held charges through 




(9.8) 
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+ iq °** + C ^ B, + iq °^ ^ ^ 75 ^) (9-9) 

D„X = + iq CxR + 2 ° XL If, + iq ™ ~ ° XL lb B^j X, (9.10) 

and the relation 

C 7L _ C 7r = C (j> = C XR ~ C XL (9-11) 

should hold in order for the Yukawa terms in and C x to be gauge invariant. 

9.2.2 Basic equations 

This theory admits vortex solutions which are expected to form in the early universe 
by means of the Kibble mechanism [211, 210]. A cosmic string configuration can be chosen 
to lie along the z axis, and we will use Nielsen-Olesen solutions of the field equations [265]. 
In cylindrical coordinates, the string forming Higgs and gauge fields thus read 

$ = ip( r )e ind , B (9.12) 

where the winding number n is an integer, in order for the Higgs field to be single valued 
under rotation around the string. In such vortex background, the equations of motion in 
the fermionic sector, for both spinor fields T read (here and in various places throughout 
this paper, we shall denote by T an arbitrary fermion, namely a spinor $ or if) 

= -t=B^ + M t T (9.13) 

aT 

with the fermionic gauge currents 

f T = q — + + g Cr » ~ (9.14) 

and the mass terms 

M </, = gip cosnd + ip <^75 sin nQ, (9.15) 

M x = gip cosnd — iggrfs sinn9. (9.16) 

Note the fermionic currents have an axial and vectorial component because of the chiral 
coupling of the fermions to the Higgs field, as can be seen through the mass terms Mjr 
in Eqs. (9.15) and (9.16). Moreover, since the Higgs field vanishes in the string core 

while taking nonzero vacuum expectation value, g say, outside, the mass term acts as an 

attractive potential. As a result, fermionic bound states, with energy between zero and 
gg, are expected to exist and propagate in the string core. 

9.3 Fermionic bound states 

9.3.1 Trapped wave solutions 

Since the string is assumed axially symmetric, it is convenient to look for trapped 
solutions of the fermionic equations of motion, by separating longitudinal and transverse 
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dependencies of the spinor fields. Using the same notations as in Ref. [303], the two- 
dimensional plane-wave solutions along the string, for both fermions, read 



_ Q£i(ujt—kz) 


/ ^(r)e- imi0 \ 

l 2 (r)e- im26 
l 3 (r)e- irn3e ’ 

^ (, 4 (r)e~ im4e ) 



_ si(<jjt—kz) 


( Ci (r)e~ llie ^ 

C2 lr)e~ ll2d 

C 3 (r)e~ d3e 
\ C 4 (r)e~ di6 j 


(9.17) 


where e — ±1 labels the positive and negative energy solutions. Similarly to the Higgs 
held case, the winding numbers of the fermions, m; and k, are necessary integers. In order 
to simplify the notations, it is more convenient to work with dimensionless scaled fields 
and coordinates. With m h = gy/X the mass of the Higgs boson, we can write 

c p = r/H , Q = n + qc <t> B, and r = —. (9.18) 

m h 


In the same way, the spinorial components of the T held are rescaled as 
Ci+) = -t=\Au + kd 4 (g), " ' ' ' ^ 




£ 2 ( 9 ) = -ka 2 (g), 


£ 3 ( 0 ) = -\=Vv -ka 3 (g), £ 4 ( 0 ) = * — 7 ==\/w + ka 4 (g). 


'V2n 

. m h 


(9.19) 


\p2/K 




In the chiral representation, and with the metric signature (+, —, —, —), in terms of these 
new variables, Eqs. (9.13) and (9.17) yield, for the T held, 


i(rn\ — l)6 

d«i 


d^ 

i(m2+l)0 

dd 2 


dp 

2(777.3 — 1 )# 

da 3 


d^ 

2(m4 + l)0 

da 4 


dg 


Me)a 2 (e) 

f 3 (g)a 3 (g) 

f 4 (g)a 4 (g) 


e—e- ima0 a 2 (g) - —H(g)e~ iim4+n)e a 4 (g), 
m h m h 

-£—e~ imi %(g) + — H(g)e- i{m3+n)d a 3 (g), 
m h m h 

—£—e~ im4d a 4 (g) + —H(g)e- i{m2 - n)d a 2 (g), 


m h 


m h 


m ~ im3d a 3 (g) - —H^e-^-^a^g), 


£—e 
m h 


m h 


(9.20) 

where mf = grj is the fermion mass in the vacuum in which the Higgs held takes its 
vacuum expectation value g, and m = a/u; 2 — k 2 is the mass of the trapped mode. The 
coupling to the gauge held B M appears through the purely radial functions / : 


fi(g) = 


mi 

— 7 

Me) 

C(f) Q 

e 

Me) = 

Q Tl 

m 3 

7 

Me) 


W R Q ~ n m2 

Off, Q Q 

c^Q-n m 4 

C(j) Q Q 


(9.21) 


The spinor held X verihes the same equations apart from the fact that, due to its coupling 
to + [see Eq. (9.5)], it is necessary to transform n —> —n. 
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As was originally found by Jackiw and Rossi [195] and Witten [362], there are always 
n normalizable zero energy solutions of the Dirac operator in the vortex which allow 
fermions to propagate at the speed of light in the z" and “+z,” say, directions, for the 
T and X fields, respectively. These solutions are found to be eigenvectors of the 7 ° 7 3 
operator and are clearly obtained from the above equations by setting the consistency 
angular relationships mi — 1 = m 4 + n and m 2 + 1 = m 3 + n, those leading to the zero 
mode dispersion relation m = 0 u = ±k. Note that only one eigenstate of 7 ° 7 3 end 
up being normalizable for each kind of chiral coupling to the Higgs field, and thus the 
relevant dispersion relations reduce to u> — —k and u> — k, for the T and X zero modes, 
respectively [303]. 

Such zero modes have a simple interpretation : since the Higgs field vanishes in the 
string core, the mass term Mjr in Eq. (9.13) vanishes too, and the fermions trapped in 
have zero mass. As a result, they propagate at the speed of light and they verify the 
dispersion relations u = k or w = —k. 

9.3.2 Massive trapped waves 

However, it is also possible a priori , for the trapped fermions, to explore outer regions 
surrounding the string core where the Higgs field takes nonexactly vanishing values. In 
practice, this is achieved by means of a nonvanishing fermion angular momentum, which 
will lead to a nonvanishing effective mass m 2 = to 2 — k 2 7 ^ 0. For the T field, such massive 
solutions of the equations of motion (9.20) can only be obtained for four-dimensional solu¬ 
tions, in order to ease the zero mode constraint u = ±k. The required angular consistency 
relations therefore read 

m = mi = m 2 + 1 = m 3 + n = m 4 + n + 1. (9.22) 

Similarly, the angular dependence of X field has to verify analogous conditions with the 
transformation n —> —n. It was previously shown numerically that the Abelian Higgs 
model with one Weyl spinor always admits such kind of normalizable solutions [108]. In 
the following, massive solutions for Dirac spinors are numerically derived for our model 
and shown to exist for a wide range of fermion charges and coupling constants. 

Analytical considerations 

Some interesting analytical asymptotic behaviors of these modes have been previously 
studied [303, 108]. In particular, there are only two degenerate normalizable eigensolutions 
of Eqs. (9.20) at infinity. Since the Higgs field goes to its constant vacuum expectation 
value and the gauge coupling functions vanish, we found the eigensolutions to scale as 
exp (±f 2 p), with 



First, note that in order to have decreasing solutions at infinity, the mass of the trapped 
modes m has to be less than the fermion vacuum mass mf, as intuitively expected (for 
m > m.f, one recovers the oscillating behaviour that is typical of free particle solutions). 
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Moreover, from Cauchy theorem, two degrees of freedom can be set in order to keep only 
the two well defined solution at infinity. On the other hand, by looking at the power- 
law expansion of both system and solutions near the string core [303, 195], only two 
such solutions are also found to be normalizable. More precisely, normalizability of each 
eigensolution at g = 0 leads to one condition on the winding numbers rrij of each spinorial 
component £*. Moreover, in order for the fermion field to be well defined by rotation 
around the string, each spinorial component £* with nonzero winding number m* has to 
vanish in the string core, and so behaves like a positive power of the radial distance to 
the core. The analytical expression of the eigensolutions near g = 0 reads [303] 
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(9.24) 

The normalizability condition for the four eigensolutions can be summarized by 

sup (0, n) < m < inf (1,1 + n), (9.25) 

and so, for any value of m there are only two conditions satisfied. However, from the 
consistency angular conditions on each spinorial components, only three pairs of solutions 
are acceptable near the string. Assuming n > 0, if m < 0 then only the pair (si,s 4 ) is 
both normalizable and well defined by rotation around the vortex, similarly for m > n +1 
the relevant solutions are (s2,S3), whereas for 1 < m < n, they are (s 3 , s 4 ). As a result, 
the two remaining degrees of freedom can be set to get only these pairs near the string 
core for a given value of m, but there is no reason that they should match with the two 
normalizable solutions at infinity. In order to realize this matching we have to fine tune 
another parameter which turns out to be the mass of the modes, m. As expected for bound 
states, this mass is therefore necessarily quantized. Note at this point that m — 0 is, in 
such a procedure, nothing but a particular case of the general solution here presented. 
The three different pairs of well defined solutions at the origin suggest that there are 
three kinds of similar massive bound states in the vortex, according to the values of the 
winding number m. Intuitively, the more the field winds around the string, the farther 
the particle explores regions surrounding the core due to the higher values taken by its 
angular momentum, meaning the largest the extension of its wave function is, the more it 
acquires mass from coupling to a nonexactly vanishing Higgs field. As a result, the lowest 
massive modes will certainly be obtained from values of m which correspond to vanishing 
winding numbers m*. 
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Symmetries 

In the following, the equations of motion (9.20) will be summarized in the form 
(S s )j aj = 0, with implicit summation implied over repeated indices. 

The first symmetry is obtained from the complex conjugation of the equations of 
motion (9.20). Since complex conjugation does not modify Eqs. (9.20), once the angular- 
consistency relations (9.22) are set, there is an arbitrary complex phase in the choice of 
solutions, and it will be sufficient to look for real rescaled spinorial components a*. 

There is another symmetry between the positive and negative energy solutions of the 
equations of motion (9.20) that may be useful. With the label e = ± for particle and 
antiparticle states, respectively, one has 

(S+)i a j+ = 0 ^ (S-)l dj_ = 0, (9.26) 

provided 

= (tVJ.Sjv (9.27) 

As a result, the negative energy solutions are obtained from the positive ones by the action 
of the y 0 ^ 3 operator, thereby generalizing the properties of the zero modes which were 
precisely found as eigenstates of this operator [362, 303, 195]. 

The last symmetry concerns the gauge coupling functions ft. Under the transforma¬ 
tions 


m 

m 

= n + 1 — m, 


C ^L 


= —1 Wr’ 

(9.28) 

C 1pR C V>R 

1 

o 

r 



the gauge functions /,, in Eqs. (9.20), are simply swapped according to f\ and 

f 2 f 3 . As a result, for every a solution found at given cy, L and m, there is another 
solution a, with charge c</, L = — c^ L and winding number m = n + 1 — m, namely 

«i(p) = a 4 (g), a 2 (g) = a 3 (g), 

a 3 (g) = a 2 (g), «4 (g) = &i(g)- {9-29) 

Note that the particular case c^ L = c^ L = c^/2 appears as a frontier separating two 
symmetric kinds of solutions with two differents winding numbers lying on both sides of 
m = (n + l)/2. As a result, the three different behaviors found above from normalization 
and angular consistency conditions seem to reduce to only two, since the domains where 
m < 0 and m > n + 1 are actually connected by charge symmetry in relation to c^/2. 

On the other hand, due to its coupling to the antivortex instead of the vortex, the 
equations of motion of the X field are simply obtained from Eqs. (9.20) by the transfor¬ 
mations OLi —> / 3j , c^ L(R) — > c X l(r) , and m; — > l t . The Zj are the winding numbers of the 

scaled X spinorial components, namely the fa, and they verify the angular consistency 
relations (9.22) with n replaced by — n as previously discussed. Let us introduce one more 
transformation on the T parameters, 


m 

—> m 

= l + n 

c i> l 


— C XR ’ 

c i> r 

C Al 

= C Xl- 


(9.30) 
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Naming g t the scaled gauge coupling^ functions of the X spinor, the T ones are found 
to transform according to f\ —■ ► g%, f 2 —■ ► < 74 , f 3 —> gi, and —■ ► < 72 - Thus, if the a are 
solutions of the T equations of motion (9.20), with m winding number and c^ L charge, 
then there exist /3 solutions for the X field with same mass m, provided l = m — n and 

c xl = c ^r = tyh ~ c <t>i an d they read 

A (g) = a 3 (g), A(o) = 

A (&) = «i (9), A(g) = 

Owing to these symmetries, it is sufficient to study the T equations of motion (9.20), for 
various values of the winding number m and for left-handed part charges, namely c^, L , 
higher or equal than c^/ 2 . 


-a 4 {g), 

-a 2 (o). 


(9.31) 


Numerical methods 


In order to compute the relevant massive wave solutions for the T fermions on the 
string, it is necessary to solve first the vortex background. At zeroth order, neglecting 
the back reaction of the fermionic currents, and in terms of the dimensionless fields and 
parameters, the equations of motion for the string forming Higgs and gauge fields read, 
from Eq. (9.1), 


d 2 H I d H 

&Q 2 Q d£> 

d 2 Q 1 d Q 

dg 2 g d^ 


HQ 2 


-H(H 2 - 1), 


mi 


mi 


H 2 Q, 


(9.32) 

(9.33) 


where m \ 3 = qc^rj is the classical mass of the gauge boson. The solution of these equations 
is well known [282, 23, 6 ] and shown in Fig. 9.1 for a specific (assumed generic) set of 
parameters. 

The system of Eqs. (9.20) being linear and involving only first order derivatives of 
the spinor components, a Runge-Kutta numerical method of integration has been used. 
However, as noted above, since we are interested only in normalizable solutions, it is more 
convenient to perform the resolution from an arbitrary cutoff at infinity, toward the string 
core. Let us introduce £> 00 , the cutoff value 011 the dimensionless radial distance. From the 
asymptotic form of Eqs. (9.20) at infinity, and in order to suppress the exponential growth, 
the spinorial components 5* have to verify 


^1 ( £?oo) 

-^-Mgoo) 

rrif ~ , 

1 + «4(£?oo)> 

i ZTTlh 

(9.34) 

^ 3 (^ 00 ) 

m ~ / ^ 
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1 + aq^oo). 

1 irrih 

(9.35) 


These conditions constrain two degrees of freedom, and another one is fixed by normaliza¬ 
tion of the wave functions at g^,. As a result, only one free parameter can be used yet in 
order to achieve the matching between these well defined solutions and the two normal¬ 
izable ones near the string core. It will be the case only for particular values of the mass 
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Fig. 9.1: The solutions of the field equations for the vortex background. The Higgs field, 
H , takes its vacuum expectation value at infinity and the gauge bosons condensate in the 
vortex. 


m. Numerically, the matching is performed in two steps. First, by means of the last free 
parameter, one of the usually divergent component near the string core is made to vanish 
at g = 0. Obviously, this component is chosen among those having a nonzero winding 
number since, in order to be single valued by rotation around the vortex, it necessarily 
vanishes at the string core. Once it is performed, the last divergent component at g = 0 
is regularized, its turn, by calculating the mass of the mode m leading to a convergent 
solution. For the range of model parameters previously defined, the numerical computa¬ 
tions thus lead to the mass of the trapped wave solutions as well as their components as 
function of the radial distance to the string core o>i(g). 


Numerical results 

In what follows, the Higgs winding number is assumed fixed to the value n — 1, and the 
range of c^ L restricted to c^ L > c^/2, the other case being derivable from the symmetric 
properties discussed above. 

The first results concern the “perturbative sector” where the fermion vacuum mass 
verifies mf < mh, or equivalently, for a smaller Yukawa coupling constant than the Higgs 
self-coupling, i.e. g < \f\. In this case, for reasonable values of the fermion charges, i.e. 
of the same order of magnitude than the Higgs one c^ L > c^/2, only one normalizable 
massive bound state is found with null winding number m = 0. As a result, by means 
of transformations (9.28), there are also symmetric modes for c^ L < c^/2, with winding 
number m = 2. The dependency of the mode mass m with the fermion vacuum mass 
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Fig. 9.2: The mass of the lowest massive bound state, relative to the fermion vacuum 
mass, plotted as function of the coupling constant to the Higgs field, i.e. the fermion 
vacuum mass relative to the mass of the Higgs boson. 

and charges (i.e. the coupling constants to Higgs and gauge fields) is plotted in Fig. 9.2 
and Fig. 9.3. The study has been also extended to the nonperturbative sector where this 
massive mode thus appears as the lowest massive bound state. First, it is found that the 
mass of the trapped mode always decreases with respect to the coupling constant, i.e. 
with the fermion vacuum mass mf. Moreover, for small values of mf/mh, the derivative of 
the curve m(mf/mh) vanishes near the origin (see Fig. 9.2). As a result, the mass modes 
in the full perturbative sector does not depend on the coupling constant to the Higgs 
field, at first order. On the other hand, Fig. 9.3 shows that the mass of the bound state 
hardy depends at all on its coupling with the gauge field (i.e. on the charges c^ L ) in the 
nonperturbative sector, where all the curves have the same asymptotic behavior. Near the 
origin, the closest c^, L is to c^/2, the higher mode mass m is. In the particular limiting case 
~ c </>/2, there is no normalizable massive bound state, and as can be seen in Fig. 9.3, 
already for c^ L /c^ = 2, the mode mass is close to mf. It is not surprising since, as it was 
above noted, c^, L = c^/2 is a frontier between two kinds of solutions with different winding 
numbers, and thus, at this point, the “normalizable” winding numbers are not well defined. 
Note that this is only true if m ^ (n +1)/2 as it is the case here in the perturbative sector 
with n = 1 and m — 0. The normalized scaled spinorial components a(g) have been 
plotted in Fig. 9.4 for the lowest massive bound state, with the normalization 



(9.36) 


The corresponding transverse probability density has also been plotted in Fig. 9.4. Note 
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Fig. 9.3: The mass of the lowest massive bound state, relative to the fermion vacuum 
mass, plotted as function of the coupling constant to the Higgs field, for several values 
of the fermionic charges. The closest c^, L is to c^/2, the higher mode mass fn is. In the 
extreme case c*/, L ~ c^/2, m ~ m{ there is no longer normalizable massive bound state in 
the perturbative sector. 
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that the massive mode wave function is larger around the string rather on it, as expected 
for a nonvanishing angular momentum. 

The nonperturbative cases with m f > m^, involve much more massive bound states. 
First, another mode appears in addition to the previous one, with the same winding 
number. Because of the fact that m decreases with rrif [see Fig. 9.2], for higher values of 
m ,{, another mode comes into the normalizable mass range. Since normalizability at infinity 
requires m < rrif, the number of massive modes increases with the value of mf. Moreover, 
there are also solutions involving all the other possible winding numbers. The evolution of 
the mass spectrum, for winding number m = 0, and with respect to the coupling constant 
to the Higgs and gauge fields is plotted in Fig. 9.5. The behavior of each mass is the 
same as that of the lowest mode previously studied, the new properties resulting only in 
the appearance of new states for higher values of the fermion vacuum mass mf, as found 
for two-dimensional Weyl spinors in Ref. [108]. Physically, the additional massive modes 
at a given winding number can be interpreted as normalizable eigenstates of the angular 
momentum operator in the vortex potential, with higher eigenvalues. From Fig. 9.4 and 
Fig. 9.6, one can see that for each value of m, the lowest massive state is confined around 
the string with a transverse probability density showing only one peak whereas the higher 
massive modes have transverse probability density profiles with an increasing number of 
maxima, as can be seen in Fig. 9.7. In fact, as for the structure of atomic spectra, the 
two spatial degrees of freedom of the attractive potential certainly lead to two quantum 
numbers labeling the observable eigenstates, one of them being clearly m, and the other 
appearing through the number of zeros of the spinorial components, or, equivalently, the 
number of maxima of the associated transverse probability density. The massive modes 
with higher winding numbers behave in the same way. However, they exist only for nonzero 
values of the coupling constant this one increasing with the value of the winding 

number m. The scaled spinorial components and the transverse normalized probability 
density of the lowest massive bound state with next m — — 1 winding number are plotted 
in Fig. 9.6. They are found to be normalizable for coupling constant rrif/m h > 0.5 when 
c V>l / c <t> = 2, as can be seen in Fig. 9.8. Contrary to the m = 0 lowest massive state, all 
spinorial components wind around the string, and the transverse probability of finding 
such a mode vanishes in the string core, as expected for a nonzero angular momentum 
eigenstate. Obviously, this is also true for all higher values of m, as for the m = — 2 
massive mode which appears to be normalizable for rrif/m h > 1.2. It is clear from the 
numerical results that the fermions can be trapped in the string in the form of massive 
bound states, for a wide range of model parameters. The only exception takes place for 
fermion charges close to the particular value c^, L = 0^/2 where there is no normalizable 
massive bound state in the perturbative sector. Note, again, that all the previous results 
are also relevant for the massive modes with symmetric winding numbers m = n +1 — m, 
as well as for the X spinor field and for the antiparticle states of both T and X fermions. 


9.4 Fock space for massive modes 

The existence of massive trapped waves requires that the quantum state space [303] 
be enlarged to include them. For each normalizable mode with mass m, a two-dimensional 
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Fig. 9.4: The transverse spinorial components of the T field, as functions of the distance to 
the string core, for the lowest massive bound state. The transverse normalized probability 
density is also plotted and takes its maximum value nearby the string core, as expected for 
massive bound states exploring the neighborhood of the core by means of nonvanishing 
angular momentum. Note that for m — 0, one spinorial component behaves like a zero 
mode one, i.e. it condenses in the string core contrary to the others. 
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Fig. 9.5: The evolution of the mass spectrum for m = 0 winding number, as function 
of the coupling constants. Each main branch represents one massive mode whereas the 
substructures show its evolution with respect to the fermion charge c^ L . Five values of 
the fermion charge have been plotted, from c^, L = 2 to c^ L = 10, and the spectrum has 
been computed only in the nonperturbative sector, since only the lowest mode exists for 
lower values of rrif/m h (see Fig. 9.3). As expected, all the modes have mass m decreasing 
with their coupling constant to the Higgs field. Moreover, the substructures show that, 
for sufficiently large values of the mode mass is a decreasing function of the 

charge c^ L . However, note that this behavior can be inverted for some modes close to 
their appearance region, as it is the case for the second one. 
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Fig. 9.6: The transverse spinorial components of the T held, plotted as functions of the 
distance to the string core, for the m — — 1 lowest massive bound state. The transverse 
normalized probability density is also plotted and vanishes in the string core. In this 
case, all components of the spinor wind around the string and the corresponding mode is 
thus centrifugally confined in a shell nearby the core, as expected for a nonzero angular 
momentum eigenstate. 
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Fig. 9.7: The components of the T field as function of the radial distance, and the 
corresponding transverse probability densities. The curves have been computed for m = 
—1 winding number, and for two additional incoming modes in the nonperturbative sector. 
As expected, interferences fringes appear from the nonzero angular momentum eigenvalues 
of these modes. 
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Fig. 9.8: The mass of the m — — 1 lowest massive bound state, relative to the fermion 
vacuum mass, with respect to the coupling constant to the Higgs held. Note that the 
mode does not exist in the perturbative sector. 


Fock space can be constructed by spinor held expansion over the relevant massive plane 
waves. The full quantum theory can therefore be obtained from tensorial product of the 
different Fock spaces belonging to their own mass representation, together with the Fock 
space associated with the zero modes [303]. As a first step toward a full theory, we will 
only consider the plane waves associated with one massive mode of mass m. 


9.4.1 Quantum field operators 

Quantization is performed through the canonical procedure by dehning creation and 
annihilation operators satisfying anticommutation rules. However, the particular structure 
of the trapped massive waves yields relationships between longitudinal quantum operators 
with nontrivial transverse dependencies. 

Fourier transform 

In the previous section, it was shown that the fermions could propagate along the 
string direction with given mass m belonging to the spectrum. From Eq. (9.17), setting 

= Uj,(k, r, 6) e < ut - kz \ r, 6) e -^- fc 4, ( 9 . 37 ) 


with 


u = yjm 2 + k 2 , 


( 9 . 38 ) 





9.4- Fock space for massive modes 193 


and using the symmetry properties shown in Sec. (9.3.2), the transverse parts of the 
massive trapped waves for particle and antiparticle states can be written as 


u^(k,x_ l) 


v^(k,x±) 


/ y/cu + kai(r) e imd \ 

iy/oj — ka 2 (r) e _ 4™--i)0 

V^asMe-’^ 

\ iy/uTka A (r) e -Hm-n-i)e 

f y/u> + fcai(r) e ~ ime \ 

—iy/u — ko.2{r) e - *!™ -1 ) 61 
-yfZf^ka 3 (r) e -dm-n)e 
\ iy/u + ka 4 (r) e -i{m-n-\)e 


with the notations 


x± = ( r,9 ), 


a = 


m h _ 



(9.39) 


(9.40) 


Contrary to the zero mode case, fermions can now propagate in both directions of the 
string, so that the momentum k of the massive waves can take positive and negative 
values. As a result, the 4/ held can be Fourier expanded over positive and negative energy 
states as 

'F = [ [b\k) u(k , x±) e i{ut - kz) + d{k ) v(k, x ± ) , (9.41) 

J ZiyZlo 

where the subscripts have been omitted. The normalization convention of the Fourier 
transform is chosen as in the zero modes case [303], i.e. 


j dze i{k ~ k ' )z = 27r5(k-k'). 


(9.42) 


Obviously, the X held verihes similar relations with the transformation n —> —n, as was 
noted previously. 


Commutation relations 


In order to express the Fourier coefficients b{k) and d\k) as function of the spinor- 
held T, let us introduce another unit spinors 


u(k, Xj_) 


v(k,x_ l) 


/ y/oj + k a 3 (r) e imd \ 

iy/u — k a 4 (r) 

\ iy/u + ka 2 (r) e “ l ( m_n_1 )0 / 

( y/u + ka 3 (r) Q- imd ^ 

—iy/u — ka A (r) 

— y/uj — kai(r) e ~d m ~ n ) e 
\ iy/u + ka^r) e~ l ( m_n_1 ) 61 / 


(9.43) 
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They clearly verify u = 7 ° 7 3 u and from Eq. (9.39) 

v)(k)u(k) = v^(k)v(k) = 2u;z7(r), 

u(k)^v(—k) = v\k)u{—k) = 0, 


(9.44) 


where the dependency with respect to transverse coordinates have been omitted in order 
to simplify the notation, and where we introduced the function 


v(r) = ai(r)a 3 (r) + a 2 (r)a 4 (r). 


(9.45) 


From Eqs. (9.41), (9.42), and (9.44), the Fourier coefficients are found to be functions of 
the T field, and read 


b\k) = I rdrd9dze- i{uJt - kz) u\k,x ± )^, 

d{k) = f r dddze^^^v^k, x±)^, 


(9.46) 


where we have defined the normalization factor 


Af = rdrd6v(r) = / pdpi'(p) 


(9.47) 


Similarly, the expansion of the 4d field on the same positive and negative energy solutions 
leads to the definition of its Fourier coefficients, namely b(k) and df(k). From Eqs. (9.42) 
and (9.44), they can also be expressed as functions of 4d, and verify 


b(k) = [b ] (k)]\ d\k) = [d(k)} ] . 


(9.48) 


In order to perform a canonical quantization along the string world sheet, let us pos¬ 
tulate the anticommutation rules, at equal times , between the spinor fields 


{Ti(t,x),T tj (t,x)} = 5(z- z') (r°y.(x ± ,x' ± ), 


(9.49) 


where T° is a matrix with respect to spinor components whose utility will be justified 
later, and which reads 

r°(xj_, a/jJ = (ad — /c 7 ° 7 3 ) \u(k, x±)v)(k, x \) + v(k, x±)vUk, x\ )1 . (9.50) 
2m 

Note that T° does not depend on u and k. Explicit calculations show that the first terms 
involving oj and k are mixed with u{k) and v(k), and yield Lorentz invariant quantities, 
such as m. Moreover, T° has the following orthonormalization properties 

u\k,x±)T°(x±,x' ± )u(k,x' ± ) = 2uv{r)v{r') 

v)(k, x_l) r°(a;_L, a/jJ v(— k, x' ± ) = 0, 


and similar relationships are obtained for v by swapping u and v. 


(9.51) 
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The anticommutation rules for the T Fourier coefficients are immediately obtained 
from Eqs. (9.42), (9.46), (9.48), and Eq. (9.49), using the properties of T 0 in Eq. (9.51), 
and read 

{b(k), b\k')} = {d(k), df(k')} = 2n2 ud(k-k'), (9.52) 

with all the other anticommutators vanishing. As a result, the Fourier coefficients and 
df behave as well defined creation operators, whereas their complex conjugates, b and d, 
act as annihilation operators of a particle and antiparticle massive state, respectively. 

In order to verify the microcausality of the theory and to justify, a posteriori , the ansatz 
of Eq. (9.49), let us derive the anticommutator between the quantum held operators T 
and at any time. The T expansion in Eq. (9.41) and its complex conjugate yield 


{'Ih(x),'F t V)} = 


dkdk' 


{d(k), d)(k')} Vi(k, x±)v^(k', x‘ 


[^(k), b{k ')} Ui(k, x±)u^(k', x 


\j(b' A \ j-{(ut-u't')-(kz-k'z') 


\3(1<J rr'. e -i[(ut-u't')-{kz-k'z’) 


(9.53) 


Using Eq. (9.52), this equation simplihes to involve tensorial products of unit spinors 
evaluated at the same momentum. It is therefore convenient to introduce two additional 
matrices, namely r 3 (xj_, x' ± ) and J\4(x±,x[ L ), which verify 

u{k,x±)v)(k,x (l) = cur°(a;j_, x' ± ) — kT 3 (x±, x' ± ) — A4(x_l, x' ± ) 

v(k, x±)v\k, x' ± ) = aT°(:E_L, x' ± ) — &T 3 (xj_, x' ± ) + A4(x_i_, x' ± ). (9.54) 

From Eq. (9.39), these matrices are simply related to T° by 

r 3 (x±, x ' ± ) = r° (x ± , x ' ± ) 7 3 7 °, 

M(x ± ,x' ± ) = F 0 (x ± ,x' ± ) M d (x'_l) 7 °, ^ 9 ' 55 ^ 


where A4 <i(al) is the diagonal matrix 


M d (x ± ) = ™Diag(^4e-‘”»,444 


&i{r) ’ a 2 (r) ’ a 3 (r) ’ a 4 (r) 

From Eqs. (9.54) and (9.55), the anticommutator (9.53) reduces to 

(4/(x), T t (x / )} = [r°(x i ,x / J _)ia 0 + r 3 (a:_ L ,x( L )ia 3 + M{x u x' A _)] 

x zA(x|| — xj|), 

where x\\ = (f, z), and A is the well-known Pauli Jordan function which reads 

f dk 


i/S.(x\\ 


X\\ = 


2n2uj . 


c ~ik(x ||-sp _ Q ik(x ||-x^) 


(9.56) 


(9.57) 


(9.58) 


and vanishes outside the light cone. As a result, the quantum fields indeed respect micro¬ 
causality along the string. The matrices appear as the analogues of the matrices for 
the Dirac spinors living in the vortex. The two-dimensional quantization along the string 
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is thus not independent of the transverse structure. It is all the more so manifest in the 
anticommutator expression between T and T : from Eq. (9.57), and using Eq. (9.55), one 
gets 


('I'(x), T(x')} = T 0 ^,^) [i7°<9 0 + 7y 3 <9 3 + M d (x' ± )\ iA(xy - xj|). (9.59) 


The matrix T° now appears clearly as a local transverse normalization of the longitudinal 
quantum field operators. Note that the mass term also depends on the transverse coordi¬ 
nates due to the nontrivial profile of the Higgs field around the string. Moreover, setting 
t — t' in Eq. (9.57), leads to the postulated anticommutator at equal times (9.49), and 
therefore justifies the introduction of the T° term. 

Fock states 

In the following, \P) will design a Fock state constructed by applying creation operators 
associated with a massive mode m, on the relevant string vacuum. Such a state was 
similarly defined for zero modes in Ref. [303]. From the anticommutators (9.52), a massive 
T state with momentum k is now normalized according to 


(k r \k) = 2n2uj6(k — k'). 


(9.60) 


Similarly, it will turn out to be convenient to derive the average of the occupation number 
operator since it will appear in the derivation of the equation of state. From Eq. (9.52), 
and for a T massive mode, it reads 



(9.61) 


where the summation runs over all T massive particle states present in the relevant m 
Fock state \V), and L is the physical string length, coming from the 5(0) regularization 
by means of Eq. (9.42). 

9.4.2 Stress tensor and Hamiltonian 

The classical stress tensor can immediately be derived from variation of the full La- 
grangian (9.1) with respect to the metric, and the T fermionic part thus reads [303] 




(9.62) 


Hamiltonian 

The quantum operators associated with the classically conserved charges can be ob¬ 
tained by replacing the classical fields by their quantum forms involving creation and 
annihilation operators. In this way, the Hamiltonian appears, from Noether theorem, as 
the charge associated with the time component of the energy momentum tensor 


T$ = - i (d t V) 7°'b. 


(9.63) 
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Using Eqs. (9.39) and (9.41) in the previous equation, and performing a spatial integration, 
the Hamiltonian operator reads, after some algebra, 

K = f I ^Vl [~b(k)b J (k) + d\k)d{k)] u(fc, x_l)7 0 u(/c, x_l). (9.64) 

In order to simplify this expression, let us introduce the parameters 

= «2 + and Ey = af + a 2 . (9.65) 

From Eq. (9.39), the Hamiltonian now reads 

/ AU 

— [-b(k)b\k)+df(k)d(k)\ [(«-*)||S^|| + (w + *)||S^||], (9.66) 

with 

||E 2 || = JrdrdOX 2 = J gdgE 2 (g). (9.67) 

Analogous relations also hold for the X field. It is interesting to note that Eq. (9.66) 
generalizes the expression previously derived in the zero modes case [303], being found 
again by setting u = —k for the 4/ zero modes, or c o = k for the X ones. The normal 
ordered Hamiltonian is obtained if one uses the anticommuting normal ordered product 
for creation and annihilation operators, i.e. 

/ AU 

— [b\k)b(k) + d}(k)d(k)\ [^-JOlKII + ^ + JOlKII], (9.68) 

Since oj > k, this Hamiltonian is always positive definite and is thus well defined. Note 
that, as in the zero mode case, such a prescription overlooks the energy density difference 
between the vacuum on the string and the usual one, but it can be shown to vary as 1/L 2 
and therefore goes to zero in the infinite string limit [303, 143, 205]. 

Effective stress tensor 

In order to make contact with the macroscopic formalism [80, 71, 70, 63], it is nec¬ 
essary to express the classically observable quantities with no explicit dependence in the 
microscopic structure. The relevant two-dimensional fermionic energy momentum tensor 
can be identified with the full one in Eq. (9.62), once the transverse coordinates have been 
integrated over. Due to the cylindrical symmetry around the string direction, z say, all 
nondiagonal components, in a Cartesian basis, involving a transverse coordinate vanish 
after integration. Moreover, since the fermion fields are normalizable in the transverse 
plane, the diagonal terms, Tfp and T ^ 0 , are also well defined, and by means of local trans¬ 
verse stress tensor conservation, the integrated diagonal components, Tf? and Tff. also 
vanish [280, 279]. As expected, the only relevant terms in the macroscopic formalism are 
thus Tff? with a,/3 G {t,z}, i.e. the ones that live only in the string world sheet. On the 
other hand, the macroscopic limit of the involved quantum operators is simply obtained 
by taking their average over the relevant Fock states. 
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Replacing the quantum fields in Eq. (9.62) by their expansion (9.41), and using 
Eq. (9.39), one gets the quantum expression of the energy momentum tensor. Averag¬ 
ing the relevant components T°(f in the Fock state \V), by means of Eqs. (9.39) and 
(9.61), one obtains 


<: 7 ? -)v 
(: T? :>„ 
(: 7 ? :) v 


N, h 


N,i 


L 
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L 

1 

2L 


u(ki)-f°u(ki) + y^u{k j )^°u{k j 


Wy, N.,j, 

V' —u(ki)j 3 u(ki) + V —u(kj)'fu(k j 

z ' h >■ L y UJj 


X 

l 

N ^ r 

£ 


u(ki)^u(ki) + —u(k i )'y 0 u(k i ) 

(jJi 


+ (h Nip) 


(9.69) 

(9.70) 
(JiNip) } , (9.71) 


where the i summations run over the particle states with momentum k t involved 
in the Fock state (P ), while the j summations take care of the N^, antiparticle states 
with momentum k 3 . all with mass m. In order to simplify the notation, the transverse 
dependence of the unit spinors have not been written, and the averaged operators stand 
for 

{T )v - (PI V) ■ (9 ' 72) 


Similarly, the same relationships can be derived for the X field, by replacing the 4/ unit 
spinors by the X ones with the correct angular dependence, and certainly, in another mass 
representation fn x . Once the transverse coordinates have been integrated over, Eqs. (9.69), 
(9.70), and (9.71), lead to the two-dimensional 4/ stress tensor 
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(9.73) 


with the notations 


Etpr ~ t 


N,,, 


Nj 


+ kf) + (■ujj + kj 


E.,p v — 


Nj, 
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y ^ ixi ki) x y ^ (ujj k^ 


(9.74) 
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and 



(9.75) 


Recall that the full effective energy momentum tensor also involves the Higgs and gauge 
fields of the vortex background. Since they essentially describe a Goto-Nambu string [161, 
261], their transverse integration yields a traceless diagonal tensor 



(9.76) 


Note that the full stress tensor may also involve several massive T and X states, with 
different masses belonging to the spectrum. In this case, there will be as many additional 


terms in the form of Eq. (9.73), as different massive states there are in the chosen Fock 


states. 

9.4.3 Fermionic currents 

The quantum current operators can be derived from their classical expressions (9.14) 
by using Eq. (9.41), while the corresponding conserved charges are obtained from their 
spatial integration. By means of Eq. (9.61), the current operator, averaged in the relevant 
Fock state \V), reads 



(9.77) 


with a G {t,z}, and once again, the sums run over T, or X, particle and antiparticle 
states. The tq are the unit spinors associated with the field dealt with. Concerning the 
transverse components, due to the properties of the unit spinors u and v in Eq. (9.39), 
only the orthoradial one does not vanish and reads 



(9.78) 



















200 Chapitre 9. Modes massifs (article) 


whereas (: j) 7 :) = 0 due to the bound state nature of the studied currents. As expected, 
the gauge charges carried by each trapped fermion in the form of massive mode, generate 
only macroscopic charge and current densities along the string, as was the case for the 
zero modes [303]. However, the nonvanishing orthoradial component shows that the local 
charges also wind around the string while propagating in the z direction, as suggested 
by the above numerical studies. However, this component will be no longer relevant in 
the macroscopic formalism, since it vanishes in a Cartesian basis, once the transverse 
coordinates have been integrated over. 

Nevertheless, this nonzero angular momentum of the massive modes is found to generate 
new properties for the longitudinal currents. Let us focus on the vectorial gauge currents 
generated by one exitation state, with energy uj and momentum k, of a T massive mode, 
m say. From Eq. (9.77), using Eqs. (9.39) and (9.65), the world sheet vectorial charge 
current reads 


{'■ : )e 

( : 4v 


-Q 


-Q 


c 4>n A c i >l ^ 

2 L 

c ipn c bL £ 




(9.79) 

(9.80) 


where £ = ±1 stands a one particle or antiparticle exitation state. Now, even setting k = 0 
in the previous equations yields a nonvanishing spatial current. Physically, it can be simply 

interpreted as an anomalous magnetic-like moment of the considered massive mode in its 

_ 2 _ 2 

rest frame. Examining Eq. (9.80) shows that it could be null only if £ Y ( r ) = E x (r), 
which is generally not satisfied due to the particular shapes of massive spinor components 
trapped in the string (see Sec. 9.3). These ones being associated with nonzero winding 
numbers, it is therefore not surprising that, even for a massive stationary state along 
the string, the nonvanishing charge angular momentum around the string generates such 
additional magneticlike moment. Note that it does not concern the zero modes, first 
because they precisely involve vanishing winding numbers [303], and then because for 
them, there is no defined rest frame due to their vanishing mass. Obviously, this property 
can be generalized for the axial part of the current, and thus is also valid for the total 
current of any massive spinor field trapped in the string. 

All the above construction of the Fock space and the derivation of the quantum op¬ 
erators associated with the energy momentum tensor and gauge currents remains valid 
for each T and X massive mode. More precisely, the other masses belonging to the T 
spectrum verify analogous relationships provided m is replaced by the relevant one, as 
for the unit spinors. In addition, the X massive states require to transform n —> — n in 
Eq. (9.56), due to their coupling to the antivortex. At this stage, the averaged values of 
the stress tensor and currents have been obtained, and therefore allow the derivation of 
an equation of state, once the Fock states are known. 


9.5 Equation of state 

The energy per unit length and tension in a given Fock state \V) are basically the eigen¬ 
values associated with timelike and spacelike eigenvectors of the effective two-dimensional 
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full stress tensor. Obviously this one includes the classical Goto-Nambu term resulting of 
the string forming Higgs and gauge fields [see Eq. (9.76)], with the fermionic part gener¬ 
ated by the massive currents [see Eq. (9.73)]. Moreover, in order to describe the string by 
an adequate macroscopic formalism, it is necessary to choose a quantum statistics for the 
relevant Fock states, and for energy scales far below the ones where the string was formed, 
it is reasonable to consider a Fermi-Dirac distribution at zero temperature [303, 283]. In 
the following, the equation of state is first derived for the lowest massive modes associated 
with the 'b and X field, and simplified in the zero-temperature and infinite string limit. 
As a second step, these derivations are generalized to any number and kind of trapped 
fermionic mode. 

9.5.1 Lowest massive modes 

Energy per unit length and tension 

In this section, we will only consider the lowest massive modes belonging to the 'b and 
X mass spectrums, with masses m </, and rn x , respectively. From Eqs. (9.73) and (9.76), 
the full effective energy momentum tensor reads 

(T\ = I r dr d6 (Tf + Tf) + + (T“ V, (9-81) 

where T°^ takes the same form as in Eqs. (9.73) and (9.74) once the 'b relevant 
parameters have been replaced by the X ones. In the preferred frame where the stress 
tensor is diagonal, we can identify its timelike and spacelike eigenvalues with energy per 
unit length U and tension T. Upon using Eqs. (9.73), (9.76), and (9.81), these read 

U v = M 2 + Y 

E 

T£{^,X} 

for the energy per unit lengt 

Tp = M 2 + Y 

E 

^£{^,X} 

for the tension. It is interesting to note first that Up + Tp ^ 2M 2 , and thus the fixed 
trace equation of state previously found for zero modes [303, 283] is no longer verified 
by massive modes, as expected since they are no longer eigenstates of the 7 ° 7 3 operator. 
Moreover, the expression of energy density and tension does not seem to involve the 
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conserved charge current magnitude, which played the role of a state parameter in the 
case of a scalar condensate in a cosmic string [80, 71, 70, 63, 282], In fact, as it was the case 
at zeroth order for the zero modes [303], the charge currents are only involved in the stress 
tensor through their coupling to the gauge field [see Eq. (9.62)]. At zeroth order, when 
the back reaction is neglected, the only nonvanishing component of the gauge field is Bg, 
and it therefore couples only with j(f, which vanishes once the transverse coordinates have 
been integrated over. As a result, it is not surprising that the equation of state does not 
involve the fermionic currents without back reaction. As a result, it is more natural from 
quantization to define the occupation numbers of the involved species as state parameters. 


Zero-temperature and infinite string limit 

Assuming a Fermi-Dirac distribution at zero temperature for the exitation states, the 
sums involved in Eq. (9.74) run over the successive values of the allowed momentum ki 
until the Fermi level of the considered species is reached. With periodic boundary condi¬ 
tions on spinor fields, the allowed momentum exitation values are discretized according 
to 

, 2vr 

k n = —n, (9.84) 

where n is an integer, playing the role of a quantum exitation number. As a result, in the 
relevant m representation of each field, the exitation energies u>i are also discrete according 
to Eq. (9.38), and for the 4' field, the parameters E^ and P.( in Eq. (9.74) simplify to 
sums of radical function of n, with n running from the vacuum to the last filled state. In 
order to express them as explicit functions of the relevant Fermi level, it is convenient to 
consider the infinite string limit L —■> oo. In this limit one gets 
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where p^ = N±/L are the 'k up and down mover densities, , Nf standing for the 
number of 'k particle moving in the +z or — z directions, respectively. Note that the total 
number of particles of this kind is thus IVp = N£ + Nf + 1 since there is the additional 
rest state obtained for k = 0. After some algebra in Eq. (9.74), using Eq. (9.85), the 
parameters, for the 'k field, read 
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where pp stands for the dimensionless T mover density 

2 vr 

Pp 
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(9.88) 


while p p is defined in the same way for the T antiparticle states. Similarly, the two other 
parameters E p and P p read 
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(9.90) 


Note that these parameters depend differently on the up and down mover densities as 
expected for chiral coupling of the fermions to the string forming Higgs field. Recall that 
in the massless case the zero modes associated with the 'fi and X fields can only propagate 
in the — z and +z direction respectively [362, 303, 195]. The same relationships also hold 
for the X field by using the relevant dimensionless mover densities and p . Although 
the equation of state can be derived as a function of these four parameters for each fermion 
field T it is convenient at this stage to perform some physical simplifications. Contrary to 
the zero mode case, the coupling between massive particles and antiparticles of the same 
species T does not vanish along the string. As a result, it is reasonable to consider that 
the only kind surviving at zero temperature corresponds to the one which was in excess 
in the plasma in which the string was formed during the phase transition. On the other 
hand, the energetically favored distribution at zero temperature involves necessarily the 
same number of T “up” and “down” movers, each filling the accessible states living on each 
branch of the mass hyperbola (see Fig. 9.9). As a result, in the considered energy scale, 
it seems reasonable to consider only one state parameter per mass instead of the four 
initially introduced by quantization, namely pY = pf = py, for a plasma dominated by 
particles, say. Setting these simplifications in Eqs. (9.86) to (9.90), by means of Eqs. (9.82) 
and (9.83) the energy density and the tension associated with the lowest massive modes 
now read 

U = M 2 + — ^ m 2 jr In ^ \Jl+pjr + Pf'J 
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Fig. 9.9: The filling of massive states trapped in the string, as expected in the zero- 
temperature limit, for a particular mass and for one species, T or X say. All antiparticles 
have disappeared by annihilation with particles during cooling, and the interactions be¬ 
tween particles moving in opposite directions, as their coupling to the gauge field, lead 
to the energetically favored configuration with same number of up and down movers. 
Obviously, the Fermi level is necessarily below the vacuum mass of the relevant fermion. 
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The sum runs over the two lowest massive bound states, each one being associated to the 
two fermion fields trapped in the vortex, namely T and X , and have rn^ and rn x masses, 
respectively. As a result, the equation of state involves two independent parameters, py, and 
p x . in the zero-temperature and infinite string limit. The energy per unit length and the 
tension have been plotted in Fig. 9.10, for the lowest massive modes in the nonperturbative 
sector. The curves are essentially the same in the perturbative sector, but the variations 
around the Goto-Nambu case U = T = M 2 are much more damped. For reasonable values 
of the transverse normalizations, e.g. ||£x|| ~ II^yII ~ 0.5, and for small values of the 
dimensionless parameters py, and p x , the energy density is found to grow linearly with py, 
and p x , whereas the tension varies quadratically. As can be seen in Eq. (9.91), due to the 
minus sign in T, all linear terms in p vanish near origin, whereas it is not the case for the 
energy density. However, for higher values of the densities, the quadratic terms dominate 
and both energy density and tension end up being quadratic functions of p. On the other 
hand, according to the macroscopic formalism [80, 71, 70, 63], the string becomes unstable 
with respect to transverse perturbations when the tension takes on negative values, as in 
Fig. 9.10 for high densities. Moreover, the decrease of the tension is more damped in 
the perturbative sector, and the negative values cannot actually be reached for acceptable 
values of p, i.e. p < mf/m. As a result, the rapid decrease of the tension with respect to the 
fermion densities constrains the nonperturbative sector where the string is able to carry 
massive fermionic currents. For each mass, the higher acceptable value of the p ensuring 
transverse normalizability is roughly mf/m, and from Eq. (9.91), the tension becomes 
negative at this density for m 2 ~ AttM 2 . Much higher values of rrif will thus yield to empty 
massive states. As previously noted, the energy density and tension for massive modes no 
longer verify the fixed trace equation of state found with the zero modes alone. As a result, 
the longitudinal perturbation propagation speed cl = —dT/dU is no longer equal to the 
speed of light, and it is even no longer well defined since the equation of state involves more 
than one state parameter. A necessary condition for longitudinal stability can nevertheless 
be stated by verifying that all the perturbation propagation speeds —(dT/d'p)/(dU/d'p) 
obtained from variation of only one state parameter are positive and less than the speed of 
light. The longitudinal and transverse perturbation propagation speeds, c[ and c\ = T/U , 
respectively, have been plotted in Fig. 9.11 in the case where there is only one species 
trapped as massive mode, T or X say. It is interesting to note that there is a transition 
between a supersonic regime obtained at low fermion density, and a subsonic at high 
fermion density. Moreover, the transition density between the two regimes is all the more 
so high as the coupling constant mf/mh is weak. It is not surprising to recover such zero- 
mode-like subsonic behavior [303, 283] for densities much higher than the rest mass, since 
in these cases the ultrarelativistic limit applies. On the other hand, since the mass of the 
massive mode decreases with the coupling constant as in Fig. 9.5, the transition will occur 
earlier in the nonperturbative sector, as can be seen in Fig. 9.12. Note that the subsonic 
region is also limited by the maximum allowed values of the massive fermion densities, i.e, 
~ mf/m, and the regions of transverse instabilities where c\ becomes negative. Inclusion 
of the other species does not change significantly these behaviors, the main effect being 
to lower c\ with respect to the other fermion density, as can be seen in Fig. 9.10. The 
current magnitude can also be derived from the averaged current operators in the zero 
temperature and infinite string limit. From Eq. (9.77), using Eqs. (9.39) and (9.61), once 
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Fig. 9.10: The energy per unit length and the tension, in unit of M 2 , for the lowest 
massive modes alone, plotted as function of the dimensionless effective densities of the 
two fermion fields, py, and p x . The parameters have been chosen in the nonperturbative 
sector, with mi/m h ~ 3 and m x ~ my, ~ 0.6mf. Note the linear variation of the energy 
density near the origin whereas the tension varies quadratically. Moreover, in the allowed 
range for fermion densities, i.e. less than the fermion vacuum mass, the tension vanishes 
and the string becomes unstable with respect to transverse perturbations. 
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Fig. 9.11: The squared longitudinal and transverse perturbations propagation speeds for 
one massive species only, plotted as functions of the dimensionless fermion density p, for 
two values of the coupling constant mt/m^. Note the transition between subsonic and 
supersonic behaviors takes place at a cross density, p x say, which decreases with the 
coupling constant (see Fig. 9.12). 



Fig. 9.12: The cross dimensionless density p x , i.e. the dimensionless fermion density for 
which the transverse and longitudinal perturbation propagation speeds are equal, plotted 
as function of the coupling constant mi/m h , for one massive species only. The dashed 
curve shows the maximum allowed values mi/m of the massive fermion density ensuring 
transverse normalizability. The transition from supersonic regime to subsonic can thus 
occurs only in the nonperturbative sector, below this frontier. 
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the transverse coordinates have been integrated over, the world sheet components read 
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The current magnitude C 2 = (j ) 2 — ( j ) 2 therefore reads 



where Fxf and Fy t denote the transverse effective charges 

Fyt = qc rn \\al\\ + qc^ \ \ a\ \ \ 
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(9.95) 


already introduced for the zero mode currents [303]. In the case of one massive species 
only, the charge current magnitude simplifies to 

-2 

TYl 

C 2 = 4—FxFyp 2 , (9.96) 

7T Z 

and thus the sign of C 2 is only given by the sign of FxFy, which is generally positive 
for reasonable values of the transverse normalizations, e.g. ||Ex|| ~ II^yII ~ 0-5. As a 
result, the charge current generated by only one massive species is always timelike [108], 
contrary to the zero mode charge current which was found to be possibly timelike, but also 
spacelike [303], owing to the allowed exitations of antiparticle zero mode states. As noted 
above, the antiparticle states cannot exist for massive modes due to the nonvanishing cross 
section along the string between massive particles and antiparticles. Moreover, and as it 
was the case for the zero modes, unless there is only one massive species trapped in the 
string, the magnitude of the charge current is not a sufficient state parameter, contrary 
to the bosonic current-carrier case [282], 


9.5.2 General case 

From the numerical approach in Sec. (9.3.2), as soon as the nonperturbative sectors 
are considered, additional massive bound states become relevant, and it is reasonable to 
consider that, in the zero-temperature limit, all these accessible massive states will be also 
be filled. Moreover, the complete description of the string state also requires the inclusion 
of the zero modes in addition to the massive ones. 


Full stress tensor 

The effective two-dimensional energy momentum tensor, involving all trapped modes 
in the cosmic string, can be obtained from Eq. (9.81) by replacing the sum over the two 
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lowest massive modes with the sum over all the accessible masses, plus the zero mode 
terms previously derived in Ref. [303]. In the preferred frame where the stress tensor is 
diagonal, after some algebra, the energy density and tension therefore read 


U = 


+ 


T = 


The sums run over all accessible massive bound states i with masses fn^ of each fermion 
tF, i.e. T and X. The additional parameters TZ X and 7are the particle densities trapped 
in the string in the form of zero modes, for the X and T field, respectively, with same 
notation as in Ref. [303]. Note that the zero mode contribution can also be obtained from 
the null mass limit in Eq. (9.91). As a result, the full expression of energy per unit length 
and tension seems to involve as many state parameters as trapped modes in the string. 



Equation of state 

As for the lowest massive modes, it is convenient to perform some approximations ow¬ 
ing to the energetically favored filling of the involved states, in the zero-temperature limit. 
In particular, it is reasonable to consider that the nonvanishing cross sections between 
massive modes, and between zero modes and massive modes, lead to the filling of all the 
accessible states with energy lower than a Fermi energy, £jr say, for each fermion field 
T. As a result, the energetically favored filling takes place by successive jumps from the 
lower masses to the highest ones, until the last mass hyperbola with mjr t ~ £ T is reached. 
Obviously, this filling begins with the zero modes, next with the lowest massive modes 
and so on. On the other hand, only the particle states are assumed to be relevant because 
of the assumed annihilation of the antiparticle states, as discussed in Sec. (9.5.1). As a 
result, the Fermi levels, v? say, can be defined through the zero modes filling only, as the 
line densities of zero mode exitations trapped in the string (see Fig. 9.13), and thus play 
the role of state parameters. According to the so-defined state parameters, the massive 
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Fig. 9.13: The accessible states, for the X fermions, in the zero-temperature limit. The 
zero modes are represented by the chiral line u — k, while the massive modes appear as 
mass hyperbolae. The Fermi levels are therefore dependent of the considered energy scale 
£, since the filling is performed by successive jumps from the zero modes to the massive 
ones, with ~ £. As a result, under these approximations, each trapped species leads 
to only one state parameter which can be identified with the Fermi level of the zero mode 
exitations, namely v = £/27t. Note that the antiparticle states have not been represented 
due to their assumed annihilation. 
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exitation densities pr r , in Eqs. (9.97) and (9.98), reduce to 

Pr ‘ = (^~^) e (^ _ lr)’ (9 - 99) 

with 0 function is the Heavyside step function, as expected for energy scales less than 
the rest mass of the considered massive mode. The zero mode density simply reads 


— vt-, (9.100) 

for zero mode particle states alone. From Eqs. (9.99) and (9.100), and the definition of 
the dimensionless densities in Eq. (9.88), 

~ 27T 

PTi = — Pr v (9.101) 

m Tt. 

the energy per unit length and the tension now depend explicitly of the two state param¬ 
eters only, namely vp and v x . By means of Eq. (9.97), the energy density reads 
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while the tension is obtained from Eq. (9.98), 
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(9.103) 


The full energy per unit length and tension have been plotted in Fig. 9.14 for a configu¬ 
ration including two massive bound states, in addition to the zero mode ones. Due to the 
zero-temperature limit, for densities smaller than the first accessible mass, the Heavyside 
functions in Eq. (9.99) vanish, as a result, from Eqs. (9.102) and (9.103) the fixed trace 
equation of state is recovered [303] with 

U = M 2 + 47Ti/ x 7/0, T = M 1 — Anxv x v^. (9.104) 
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Once the first mass hyperbola is reached, the behaviors of the energy per unit length 
and tension are clearly modified and become very rapidly dominated by the mass terms, 
and, as found for the lowest massive modes alone, the energy density begins to grow 
linearly with respect to the state parameters, whereas the tension decreases quadratically. 
Actually, the plotted curves in Fig. 9.14 show slope discontinuities each time the phase 
space is enlarged due to the income of accessible massive bound states (see Fig. 9.13). 
On the other hand, it is reasonable to expect competition between the subsonic regimes 
induced by zero mode currents, or ultrarelativistic massive modes, and the supersonic 
ones coming from massive currents. In all cases, when the state parameters remain small, 
only the chiral massless states are accessible and the regime is obviously subsonic, as can 
be seen in Fig. 9.15. However, the massive mode filling modifies radically this behavior, 
and as found for the lowest massive modes alone, as soon as a mass hyperbola is reached, 
the longitudinal perturbations propagation speed falls drastically and ends up being less 
than the transverse perturbation velocity. There is a rapid transition from the subsonic 
to the supersonic regime. For higher densities u, the behavior depends on the coupling 
constant. More precisely, in the nonperturbative sector, the ultrarelativistic limit can be 
applied before the energy scales reach the fermion vacuum masses, and thus the subsonic 
regime is recovered, whereas it is not the case in the perturbative sector, as can be seen 
in Fig. 9.15. 


Discussion 


All these results have been derived without considering the back reaction effects in¬ 
duced by the trapped charge currents along the string [see Eq. (9.93)]. As was already 
discussed for the zero modes in Ref. [303], these currents yield back reacted gauge field, 
B t and B z , which might modify the vortex background and the fermionic equations of 
motion. However, such perturbations of the Higgs and orthoradial gauge field profiles 
(see Fig. 9.1) can be neglected for B t B f and B Z B Z small compared to the string forming 
gauge field BgB e ~ ml- Using Eqs. (9.40) and (9.93), the dimensionless charge currents 
associated with one massive bound state, and generating the dimensionless gauge fields 
B a /m b, roughly read 


<^F~ mjr 

c<f, P:F 27tV 


(9.105) 


with cjr the fermion charges, i.e. c^- R or cjf l - As a result, the back reaction on the vortex 
background is negligible as long asm< 27 t 2 ?7, which is clearly satisfied in the full pertur¬ 
bative sector. Moreover, since = rj\/ A, the previous derivations of the equation of state 
are also valid in the nonperturbative sector provided m < 2n 2 m h / x/A, and thus depend 
on the values of self-coupling constant of the Higgs field A, but also on the mass spectrum. 
As can be seen in Fig. 9.5, the ratio m/mf decreases with the fermion vacuum mass rri{, 
as a result m/m^ increases all the more slowly, which allows to have both mf > and 
m < 2n 2 mh/ vX. 

Moreover, in order for the new gauge fields B t and B z to not significantly modify the 
fermionic equations of motion, from Eq. (9.13), they have to verify qc,j,B a < uj ~ mjr. As 
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Fig. 9.14: The energy per unit length and the tension plotted as function of the two state 
parameters, i.e. the zero mode densities, in the nonperturbative sector m^/m^ ~ 4. Two 
additional massive bound states have been considered with respective masses m/m f ~ 0.4 
and m/mf ~ 0.6. In the zero-temperature limit, the filling of the accessible states is 
performed by successive jumps as soon as the Fermi level reaches one mass hyperbola (see 
Fig. 9.13). As a result, for the lowest values of the state parameters, only the zero modes 
are relevant and the fixed trace equation of state, U + T — 2M 2 , is verified, then the 
first and second massive modes are successively reached and become rapidly dominant. 
As can be seen near the origin, the smooth variations induced by the zero modes appear 
completely negligible compared to the massive ones. In the perturbative sectors, these 
behaviors are essentially the same, but the induced variations of the density energy and 
the tension are all the more small. 
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Fig. 9.15: The squared longitudinal and transverse perturbation propagation speeds for 
a spectrum involving two massive states in addition to the zero mode, plotted as func¬ 
tions of the state parameter v? of one species, the other being fixed to a particular value. 
The curves have been plotted for two values of the coupling constant to the Higgs field, 
wif/mh ~ 1 and mi/m^ ~ 4. Note the successive transitions between subsonic and su¬ 
personic behaviors according to the allowed jumps to the mass hyperbolae. However, the 
fermion vacuum mass limit does not allow the ultrarelativistic limit to take place in the 
perturbative sector, as it was the case for the lowest massive modes alone. In this case, 
the string dynamics follows a supersonic regime as soon as the first massive bound state 
is filled. 


a result, Eq. (9.105), and B a /m b ~ j a yield the condition 

rnf Ct 

< 1. 9.106 

V c 0 

As expected, it is essentially the same condition as the one previously derived for the 
zero modes alone [303]. On the other hand, although the back reaction on the fermionic 
equations of motion can deeply modify the zero mode currents [302], since the massive 
bound states are no longer eigenstates of the 7 ° 7 3 operator, it is reasonable to assume 
that rather than modify their nature and existence significantly, the back reaction gauge 
fields may only modify their mass spectrum. In this sense, back reaction would indeed be 
a correction. 


9.6 Conclusion 

The relevant characteristic features of Dirac fermions trapped in a cosmic string in 
the form of massive bound states have been study numerically, in the framework of the 
Witten model, and in the neutral limit. By means of a two-dimensional quantization of the 
associated spinor fields along the string world sheet, the energy per unit length and the 
tension of a cosmic string carrying any kind of fermionic current, massive or massless, have 
been computed, and found to involve as many state parameters as different trapped modes. 
However, in the zero-temperature limit, only two have been found to be relevant and they 
can be defined as the density numbers of the chiral zero mode exitations associated with 
the two fermions T and X coupled to the Higgs field. 
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As a result, it was shown that the fixed trace equation of state no longer applies, as 
soon as massive states are filled, i.e. for energy scales larger than the lowest massive mode 
belonging to the mass spectrum. Moreover, the filling of massive states leads to a rapid 
transition from the subsonic regime, relevant with massless, or ultrarelativistic currents, to 
supersonic. Such properties could be relevant in vorton evolution since it has been shown 
that supersonic regimes generally lead to their classical instabilities [64], As a result, in the 
perturbative sectors for which mf < mh, the protovortons could be essentially produced at 
energy scales necessarily smaller than the lower mass of the spectrum, where the fermionic 
currents consist essentially in zero modes. In this way, vortons with fermionic currents 
could be included in the more general two energy scale models [54], However, the present 
conclusions are restricted to parameter domains of the model where the back reaction 
can be neglected. Although it is reasonable to consider that the back reaction effects may 
simply modify the massive bound states through their mass values, their influence on zero 
modes are expected to be much more significant. In particular, the modified zero modes 
cannot be any longer eigenstates of the 7 ° 7 3 operator [303], so one may conjecture that 
they acquire an effective mass, leading to massive states potentially instable for cosmic 
string loops 
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10.1 Introduction 

Les modeles standards de cosmologie et de physique des particules supposent que notre 
espace-temps possede quatre dimensions. La validite de leurs predictions (voir chapitres 1 
et 2), ainsi que notre perception du monde, semblent donner le statut “d’evidence” a cette 
hypothese. Cependant, l’idee qu’il puisse exister des dimensions supplementaires n’est 
pas nouvelle. Elle a ete initialement motivee par les travaux de Weyl qui tentait d’unifier, 
de maniere geometrique, la gravitation d’Einstein et l’electromagnetisme par l’adjonction 
de degres de liberte supplementaires a respace-temps, au travers d’une “covariance con- 
forme” [360]. Dans les annees 1920, Kaluza et Klein reprirent cette idee en associant ces 
degres de liberte a une dimension spatiale additionnelle compactifiee sur une echelle de 
longueur R [200, 217]. L’existence physique d’une telle dimension induit cependant des re¬ 
sonances des divers champs pouvant s’y propager, et dont les masses se retrouvent etre des 
multiples entiers de 1 /R. L’absence de ces particules, dites de Kaluza Klein 1 , a finalement 
repousse les valeurs admissibles de R aux petites echelles de longueur (R <C TeV -1 ). 

Ce sont les theories de cordes fondamentales qui ont ensuite motive l’existence de 
dimensions supplementaires par le fait qu’elles ne peuvent etre quantifies, de maniere 
coherente, que dans un espace-temps a plus de quatre dimensions [285]. Bien que les 
echelles de longueur typiques des theories quantiques de gravitation soient voisines de 
celle de Planck, certaines theories de cordes peuvent neanmoins etre etendues jusqu’a 
des echelles de longueur, R, pouvant atteindre le millimetre [181, 182, 18, 17]. Un tel 
ordre de grandeur permet d’envisager des tests experimentaux sur l’influence que pour- 
raient avoir ces dimensions cachees, et de ce fait, de contraindre ces theories [189, 237]. 
Du point de vue de la physique des particules, ces theories ont l’avantage de resoudre 
les problemes de hierarchie des masses. On montre en effet que la compactification des 
dimensions supplementaires mene a une echelle de masse effective, dans l’espace-temps 
usuel, dependant a la fois de l’echelle de masse typique de la theorie et du volume des 
extra-dimensions [18, 19, 291]. Le rapport de seize ordres de grandeur existant entre la 
masse de Planck et l’echelle de brisure electrofaible peut ainsi etre, du moins en partie, 
justifie par la presence de ce volume. 

Afin de pouvoir etudier les consequences physiques de l’existence de dimensions sup¬ 
plementaires, il est plus commode de construire des modeles phenomenologiques a partir 
de la theorie des champs. Pour retrouver les proprietes des modeles standards, les champs 
observes doivent etre confines sur l’hypersurface a trois dimensions dans laquelle nous 
vivons 2 qui est supposee etre immergee dans un espace de dimension superieure 3 . L’auto- 
consistence de ces modeles requiert neanmoins de trouver des mecanismes de localisation 
des divers champs. En particulier, la gravite peut etre localisee, comme dans les theories de 
Kaluza-Klein, par compactification des dimensions supplementaires [18, 19], mais egale- 
ment par la courbure de l’espace-temps du bulk. Ce dernier cas, introduit par Randall et 
Sundrum [291], permet d’avoir des dimensions supplementaires non compactes, et comme 
nous le verrons dans ce chapitre, on peut y calculer explicitement les ecarts induits par les 
extra-dimensions a la gravite d’Einstein usuelle [291, 146]. Cette gravite modifiee autorise, 


X KK. 

2 La brane. 

3 Le bulk. 
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par ailleurs, Fetude de la viabilite de ces modeles dans le contexte cosmologique [39, 38]. 


10.2 Gravite linearisee sur la brane 

Le modele de Randall et Sundrum [291] suppose un espace-temps a cinq dimensions 
dont la metrique de fond est 


ds 2 = qab dx A Ax B = —d y 2 + e 2<7 ^ g ftu dx tJ 'dx u , 
ou la fonction cr est donnee par 


<?(y) = 


M 

R ’ 


( 10 . 1 ) 


( 10 . 2 ) 


y etant la coordonnee dans la cinquieme dimension, et R une echelle de distance carac- 
teristique 4 . La theorie de la gravite est de plus supposee etre une generalisation de celle 
d’Einstein a cinq dimensions, c’est-a-dire d’action 


= J dj (R - 2A ) Vg^x, 


(10.3) 


avec g le determinant de la metrique (10.1) et k 2 la constante de couplage gravitationnelle 
a cinq dimensions. Elle permet de definir la constante de Newton Q s et la masse de Planck 
m s , dans le bulk, par 

o o 67T 2 

= 67T 2 0 B = —. (10.4) 


7 5 Q 

m* 


Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, la metrique (10.1) est solution des equa¬ 
tions d’Einstein deduites de Faction (10.3), 

G ab + A g AB = k 2 5 T ab , (10.5) 

lorsque la source est une brane dont le tenseur energie-impulsion, dans la limite d’epaisseur 
nulle, est donne par [146] 

T£ = T 00 g flu S(y). (10.6) 

L’existence de la solution statique (10.1) n’est cependant assuree que lorsque la tension 
Too de la brane, et la constante cosmologique A dans le bulk verifient les relations 


T °° iPRQ. 7 t 2 R 


6 

’ = 


(10,7) 


La matiere existant sur la brane va modifier cette solution, et en particulier le tenseur 
metrique gAB- En notant Iiab ces perturbations, et a partir de l’equation (10.1), on ecrit 
done la metrique perturbee sous la forme 


ds 2 = —dr/ 2 + e 2cr ^dx tl dx v + Hab 0lX A Ax 


b 


( 10 . 8 ) 


4 Les indices latins majuscules sont supposes varier de 0 a 4. 
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Comme dans le cas des equations du mouvement des cordes cosmiques (voir Chap. 4), 
l’invariance sous les transformations de de coordonnees requiert un choix de jauge. II est 
ici commode de se placer dans la jauge elite transverse et sans trace 5 pour h [291], definie 
par 

d tl h^ = 77 ,^bT = 0. (10.9) 

Ce choix de jauge n’est pas encore suffisant, et les degres de liberte restant doivent etre 
fixes. Cela peut se faire en se plagant dans la jauge gaussienne normale 6 definie par 

h ljA = h A 4 = 0. (10.10) 

En reportant (10.8) dans les equations d’Einstein (10.5), et en utilisant les conditions de 
jauge (10.9) et (10.10), on trouve les equations du mouvement [146], 

{e 2a &l + d 2 - h, w = 0. (10.11) 

On peut montrer que les conditions de jauge ainsi choisies fixent egalement la position 
de la brane en y — —/ 4 (x M ), ou / 4 est une certaine fonction des coordonnees internes a 
la brane. Cepenclant, la discontinuite induite par la brane, d’epaisseur nulle, impose des 
conditions de jonction [146] de la metrique sur celle-ci qu’il est plus commode de fixer en 
y = 0. Pour cela, la condition (10.9) doit etre relaxee, et il vient, en egalant les parties 
distributionnelles dans les equations d’Einstein (10.5), toujours pour la metrique (10.8), 

(d y + -jQ h IJM = -n] (t iiv - ^e~ 2a r] fiU T a c ^j , (10.12) 

ou les perturbations surlignees sont exprimees dans la jauge GN, avec y = 0 + . Afin 
de pouvoir utiliser cette relation dans les equations du mouvement (10.11), il convient 
de pouvoir passer d’une jauge a l’autre. D’apres l’equation (10.10), la jauge gaussienne 
normale ne reste verifiee que pour des changements de coordonnees engendres par des 
vecteur v A de la forme 

v 4 = fix"), v“ = r(x") - (10.13) 

avec f ,J des fonctions des coordonnees internes a la brane. Les perturbations de la metrique 
entre les deux jauges sont done reliees par une transformation egalement engendree par 
les vecteurs v A donnee par [146] 

h, w = hy„ - Rdy,d v f - ^e~ 2a r)^f 4 + e~ 2rT d^f u) . (10.14) 

IX 

Cette equation permet d’obtenir la condition de jonction (10.12) pour les perturbations 
h, e’est-a-dire, 

(<9 y + -jQ h, w = -k 5 (t^ - ^e _2CT r i^T 01 ^ - 2 d^d v f A . (10.15) 

5 TT, pour traceless transverse. 

6 GN. 
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En combinant les equations (10.11) et (10.15), les perturbations de la metrique sont 
finalement solutions de 

e 2a dl + d 2 y - — + — S(y) 

avec 

~ 2(7 VnvT a a ^J + 

A l’aide de la fonction de Green retardee G(x, y, x ; , y') associee au membre de gauche de 
F equation (10.16), les solutions generates sont donnees par 

=-2k 5 J G 0 (x,x')5 F (x')d 4 x', (10.18) 


K: 


dudj 4 


2 M 


(10.17) 



h IIV = -2 K 5 s S yu S(y), (10.16) 


avec G 0 la fonction de Green G prise sur la brane. Les conditions de jauge transverse (10.9) 
peuvent maintenant etre fixees au travers du terme source S^ v . En particulier, l’annulation 
de sa trace donne l’expression de la coordonnee transverse / 4 . D’apres (10.17), il vient 7 

K 2 

□/ 4 = fT\. (10.19) 

Le calcul explicite de la fonction de Green G montre qu’elle se decompose en deux parties : 
l’une faisant intervenir des modes de masse nulle, similaires aux gravitons, et l’autre un 
continuum de modes massifs [146], 


G'(x,r/,x / ,r/ / ) = 


d 4 k 

Wr 


^k(x-x') 


e -My) e -My')/ R p 


u m {y)u m (y') 


(lu + ie ) 2 — k Jo (a; + is) 2 — k — m 2 


-dm 


ou les fonctions propres u m sont donnees par 


u m {y) — 


mR Ji(mR)Y 2 (e C7 mR) — Yi(mi?)J 2 (e fJ mi?) 

(mR) + Y 2 (mR ) 


( 10 . 20 ) 


( 10 . 21 ) 


avec J n et Y n les fonctions de Bessel de premiere et deuxieme especes, cbordre n. 

En choisissant de maniere approprie les fonctions f ,Ji . l’equation (10.14) peut etre 
simplifiee, a l’aide de (10.17) et (10.18), en 




G n (x. x' 




d 4 x' + -e- 2 "^/ 4 , 


( 10 . 22 ) 


ou la fonction / 4 est solution de l’equation (10.19). La gravite d’Einstein usuelle linearisee 
est finalement retrouvee en tronquant la fonction de Green (10.20) a son mode zero, et il 
vient 



2k 2 1 ( 

~R Vf ( ^ 



(10.23) 


7 n est le d’Alembertien quadri-dimensionnel. 
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Le premier terme dans le membre de droite de cette equation s’identifie naturellement 
au terme de couplage quadri-dimensionnel en —167 vQ, et la constante de gravitation uni- 
verselle Q se trouve reliee a la constante de couplage gravitationnelle dans le bulk par 

k\ = g7r 2^ = 8n g R (10.24) 


Afin d’etudier l’influence du continuum de modes massifs dans la fonction de Green [voir 
Eq. (10.20)], on peut calculer le potentiel gravitationnel statique dans la brane genere par 
une masse placee sur celle-ci. En choisissant le tenseur energie-impulsion de la matiere de 
la forme 


T, w = pu^Uy, (10.25) 

les etant les quadrivecteurs vitesses associes, a l’aide des equations (10.19), (10.20) 
et (10.25), le potentiel newtonnien a l’exterieur de la source, en supposant la symetrie 
spherique, est 



QM 

r 



(10.26) 


avec r = \x — x \ et M la masse totale M = f pd 3 x. Les modes massifs induisent done des 
corrections en R 2 /r 2 au potentiel gravitationnel statique, potentiellement detectables aux 
petites distances telles que r ~ R. Les tests de gravite aux echelles inferieures au millimetre 
permettent ainsi de fixer une limite superieure a l’echelle de distance R caracteristique 
de la cinquieme dimension. Notons egalement que le modele de Randall-Sundrum permet 
egalement de resituer le probleme de la hierarchie des masses. E 11 effet, d’apres l’equation 
(10.24), la masse de Planck dans la brane est donnee par 


m p\ — 


R 


8nQ 67T 2 5 


(10.27) 


Pour R voisin du millimetre, la masse de Planck dans le bulk m 5 est abaissee a 10 s GeV 
pour obtenir m P1 ~ 10 19 GeV. 

Le modele de Randall-Sundrum donne un cadre phenomenologique, par la theorie 
des champs, a l’existence d’une dimension supplementaire dont les effets pourraient etre 
detectes aux petites echelles de longueur. Cependant, bien que le confinement des gravitons 
de masse nulle soit implicitement assure, les mecanismes de confinement de la matiere ne 
sont a priori pas inclus dans ce modele. 


10.3 Le confinement des fermions 


De la meme maniere que les gravitons sont pieges sur la brane par la forme de 
la metrique (10.1), on peut chercher a confiner des fermions du bulk par la gravita¬ 
tion [306, 25]. Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, il est possible de decrire 
des fermions de masse nulle, dans un espace-temps a cinq dimensions, par des spineurs 
a quatre composantes. Leur lagrangien, en espace-temps courbe de metrique (10.1), est 
donne par [40] 


C 





a'(y)e 


-o"n -p4 

1 //I 




(10.28) 
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avec T' 4 les matrices de Dirac en cinq dimensions. On peut maintenant chercher des 
solutions decouplees de la forme 


^(x,2/) = W(y)^(x), 


(10.29) 


en imposant 


7 ^ = 0 , 


(10.30) 


pour retrouver un comportement dans la brane similaire a celui d’un fermion quadri- 
dimensionnel de masse nulle. Dans ce cas, les equations du mouvement deduites du la- 
grangien (10.28) donnent 

[d y -2o\y)\U = 0, (10.31) 


dont la solution est 

U oc e 2f7 . (10.32) 

D’apres liquation (10.2), ces fermions sont completement delocalises de la brane. II est 
egalement facile de se convaincre que l’ajout d’un terme de masse dans le lagrangien 
(10.28) du type md'd' conduit egalement a des solutions qui ne sont pas normalisables 
dans la cinquieme dimension. Le modele de Randall Sundrum ne permet done pas le 
confinement des fermions sur la brane. 


10.4 Conclusion 

La gravite usuelle dans l’espace-temps quadri-dimensionnel peut s’accommoder de l’ex- 
istence d’une dimension supplemental non compacte pourvu que la geometrie dans cette 
dimension soit de type anti-de Sitter 8 sur une echelle de longueur typiquement inferieure 
au millimetre. Concernant le secteur de la gravite, de nombreux travaux ont generalise 
le modele de Randall Sundrum a un nombre de dimensions additionnelles superieur a 
l’unite [204, 150, 154], II est egalement possible de reproduire dans la brane un espace- 
temps de type FLRW presentant, comme dans le cas de Minkowski [(voir Eq. 10.1)], des 
corrections qui pourraient etre observables en cosmologie [39, 38]. D’un autre cote, l’au- 
toconsistence phenomenologique de ce modele est alteree par l’impossibilite de pieger des 
fermions dans la brane. Une solution consiste a remarquer que, comme les gravitons, il est 
possible de pieger le mode zero d’un champ scalaire additionnel [25], et de coupler celui-ci 
a des fermions. Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, si le couplage entre ce 
champ et les fermions du bulk est suffisamment fort, des fermions de masse nulle peuvent 
exister sur la brane [25, 306]. Le probleme est encore de leur donner une masse : ceci peut 
etre finalement obtenu en supposant qu’il existe un autre champ scalaire sur la brane, de 
type Higgs, se couplant aux fermions initialement de masse nulle [25]. Ces mecanismes 
semblent cependant peu naturels vu le nombre de degres de liberte qu’ils introduisent par 
rapport au simple modele initial. 

Une autre approche consiste a generaliser les resultats obtenus dans le chapitre 9 
concernant les fermions pieges le long des cordes cosmiques. Nous avons vu qu’il existe 
tout un spectre de fermions, de masses quantifies, se propageant le long de la corde pourvu 


8 AdS 5 . 
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que le champ de Higgs auquel ils sont couples forme un defaut topologique. L’idee est de 
coupler, a cinq dimensions, des fermions a un unique champ scalaire ayant la propriete 
de former un mur de domaine qui s’identifie a la brane. Dans le chapitre suivant, publie 
dans la revue Physical Review D, nous montrons que la gravite generee par un tel mur 
de domaine redonne asymptotiquement le modele de Randall Sundrum, assurant ainsi 
le confinement des gravitons de masse nulle, et que le couplage des fermions a l’unique 
champ scalaire conduit a l’apparition de fermions pieges dans la brane ayant un spectre 
de masse discret [299]. 
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Localisation of massive fermions on the brane 
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We construct an explicit model to describe fermions confined on a four dimen¬ 
sional brane embedded in a five dimensional anti-de Sitter spacetime. We extend 
previous works to accommodate massive bound states on the brane and exhibit 
the transverse structure of the fermionic fields. We estimate analytically and 
calculate numerically the fermion mass spectrum on the brane, which we show 
to be discrete. The confinement life-time of the bound states is evaluated, and 
it is shown that existing constraints can be made compatible with the existence 
of massive fermions trapped on the brane for durations much longer than the 
age of the Universe. 

11.1 Introduction 

The idea that our universe may be a hypermembrane in a five dimensional spacetime 
has received some attention in the last few years after it was realized that gravity could be 
localized on a three-brane embedded in an anti-de Sitter spacetime [291]. Since then, much 
work has been done in a cosmological context [39, 100, 90, 38, 219, 315, 140, 241, 306] 
and there is hope that a consistent (i.e. mathematically self-contained and observationally 
satisfying) high dimensional model might soon be formulated. For instance, it has been 
proposed that a model [206, 118] based on such ideas could present itself as an alternative 
to the inflationary paradigm, although for the time being the controversy as to whether 
or not such a model might have anything in common with our Universe is still going 
on [198, 199], 

The idea is not new however, but has evolved from the standard Kaluza-Klein ap¬ 
proach to that of particle localization on a higher dimensional defect [7, 305, 348, 152], In 
particular, it has been shown that massless bulk scalars and gravitons share the property 
to have a zero mode localized on the brane [25] in the Randall-Sundrum model. Vari¬ 
ous mechanisms [125, 126, 127, 111, 122, 270, 151, 8] have been invoked according to 
which it would be possible to confine massless gauge bosons on a brane, so that there is 
hope to achieve a reasonable model including all the known interactions in a purely four 
dimensional effective model. 

A mechanism permitting localization of massless fermions on a domain wall was de¬ 
scribed in Refs. [7, 305, 348, 194], However, although appealing this mechanism might be, 
it should be emphasized that actual fermions, as seen on an everyday basis in whatever 
particle physics experiment, are massive, so that a realistic fermionic matter model on 
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the brane must accommodate for such a mass. The question of localization of massive 
fermions on the brane thus arises naturally, and it is the purpose of this work to provide 
the transverse brane and fermionic structure that leads to this localization. Up to now, 
fermions have been confined under the restricting hypothesis that the brane self gravity 
was negligible [121], or that it was embedded in a Minkowski spacetime with one [180] 
or two [300] transverse dimensions (see also [262] for the localization of fermion on a 
string-like defect in five dimension). 

Our goal is to transpose the original work of Ref. [300] to the brane context. For that 
purpose, we realize the brane as a domain wall. Such domain wall configurations in anti- 
cle Sitter space have already been studied [227, 44], We will assume that five dimensional 
fermions are Yukawa-coupled to the domain wall forming Higgs held, as in the usual case 
of cosmic strings. In this respect, our work somehow extends Ref. [121], where the mass 
term was put by hand, and Ref. [180] where the gravity of the wall was neglected. 

We start, in the following section, by recalling the domain wall configuration of a Higgs 
held in a hve dimensional anti-de Sitter spacetime and discuss briehy its properties. In 
section 11.3, we describe the dynamical equations of fermions coupled to this domain wall 
in order to show that they obey a Schrodinger-like equation with an effective potential 
which can trap massive modes on the wall. The asymptotic structure, i.e. deep in the 
bulk (far from the brane), is not Minkowski space, so that the effective potential felt by 
the fermions possesses a local minimum at the brane location, but no global minimum, 
as first pointed out in Ref. [121]. As a consequence, the bound states are metastable and 
fermions can tunnel to the bulk. 

We then provide an analytical approximation of the effective potential, thanks to which 
we compute analytically, in section 11.4, the mass spectrum of the fermions trapped on the 
brane. We obtain the mass of the heaviest fermion that can live on the brane and estimate 
its tunneling rate. This result is compared to a full numerical integration, performed 
in section 11.5. In a last section, we investigate the parameter space and, after having 
compared our results to previous ones, we conclude that there exists a wide region in the 
parameter space for which the fermion masses can be made arbitrary low, i.e. comparable 
to the observed small values (with respect to the brane characteristic energy scale), while 
their confinement life-time can be made much larger than the age of the Universe. Such 
models can therefore be made viable as describing realistic matter on the brane. 


11.2 Membrane configuration in AdSs 


We consider the action for a real scalar field <3> coupled to gravity in a hve dimensional 
spacetime 


S = 


J^( R - 2A ) + \g AB d A $d B < b - U(<b) 


Vfi d 5 x = J sjg d 5 x[£ grav + £ A + U 


. (1L1) 

where g AB is the hve dimensional metric with signature (+, —, —, —, —), R its Ricci scalar, 
A the hve dimensional cosmological constant and = 67 t 2 Q 51 Q 5 being the hve dimensional 
gravity constant. Capital Latin indices A, B ... run from 0 to 4. The potential of the scalar 
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field $ is chosen to allow for topological membrane (domain wall like) configurations, 

v(4>) = l(t 2 ->j 2 ) 2 , (n. 2 ) 

where A is a coupling constant and r/ = (| < b|) is the magnitude of the scalar field vacuum 
expectation values (VEV) 1 . 

Motivated by the brane picture, we choose the metric of the bulk spacetime to be of 
the warped static form 

ds 2 = gAB^x A dx B = —d y 2 + e~ 2<T( ' y ' > g yu dx fl dx l/ = —dy 2 + g yu dx tl dx u , (11.3) 

where r] llL/ is the four dimensional Minkowski metric of signature (+, —, —, —), and y the 
coordinate along the extra-dimension. Greek indices /x, v ... run from 0 to 3. 

With this metric ansatz, the Einstein tensor components reduce to 

G yv = -g^vida' 2 - 3a"), G yy = -6a' 2 , (11.4) 

where a prime denotes differentiation with respect to y. The non-vanishing components 
of the matter stress-energy tensor 


Tab = 2 


5jC§ 

5g AB 


— gAB^q, 


(11.5) 


are given by 

T, v = \g^ + 2V), Tyy = l(t' 2 -2V). (11.6) 

It follows that the five dimensional Einstein equations 

Gab + A#ab = k \Tab (H-7) 

can be cast in the form 

= <f> /2 (11.8) 

K 2 

6 a' 2 = -y ($ /2 - 2V) - A, (11.9) 

while the Klein-Gordon equation takes the form 

$"-4a'$' = ^. (11.10) 

d$ 

Eqs. (11.8-11.10) is a set of three differential equations for two independent variables 
(<3> and a). Indeed, as can easily be checked, the Klein-Gordon equation stems from the 

1 Note, that, because of the unusual number of spacetime dimensions, the fields have dimensions given 

by [R] = M 2 , [$] = M 3 / 2 , [A] = M 2 , [ A ] = M -1 , [ 77 ] = M 3 / 2 and [/C5] = M -3 / 2 (M being a unit of 

mass). 
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Einstein equations provided 7 ^ 0. To study the domain wall configuration, we choose to 
solve the first Einstein equation (11.8) together with the Klein-Gordon equation (11.10). 

This system of equations must be supplemented with boundary conditions. By defini¬ 
tion of the topological defect like configuration, we require that the Higgs field vanishes 
on the membrane itself, i.e. $ = 0 for y = 0, while it recovers its VEV in the bulk, so that 
lim-y^ioo $ = ± 77 . Note that the sign choice made here is arbitrary and corresponds to 
the so-called kink solution; the opposite choice (i.e. lim^-too $ = 77 ) would lead to an 

anti-kink whose physical properties, as far as we are concerned, are exactly equivalent. As 
for the metric function a, it stems from the requirement that one wants to recover anti- 
de Sitter asymptotically, so that one demands that a' tends to a constant for y —> ± 00 . 
This constant can be determined using Eq. (11.9), so that ]iTa y ^± 00 a' = ±A/ 6 . Note 
that as y changes sign at the brane location, there is 110 choice for the sign of the function 
cr in this case. Note also that, as is well known, the static hypothesis implies that the bulk 
cosmological constant A must be negative, and therefore the five dimensional spacetime 
to be anti-de Sitter. 

With the convenient dimensionless rescaled variables 


e = yy/\A\, H = —, 5=^, (11-11) 

77 dp 

the dynamical equations read 

• TV . 

S=~H 2 , (11.12) 

H - ASH = A(3H(H 2 - 1), (11.13) 

where a dot refers to a derivative with respect to g and the two dimensionless (positive) 
parameters a and j3 are defined by 


a = K\rfi, /3=^q. (11.14) 

These parameters are not independent since, for an arbitrary value of (3 say, there 
is only one value of a for which the boundary condition S'(O) = 0, or equivalently 
lim^-oo S(g) = -1/A is satisfied. This stems from the fact that Eq. (11.12) is a first 
order equation in S, so that only one boundary condition is freely adjustable, and we 
choose it to be at g —> + 00 . Once this choice is made, the value of S on the brane is 
completely determined, and unless the parameters are given the correct values, it does 
not vanish. As the solution must be symmetric with respect to the extra dimension co¬ 
ordinate y, one must tune the parameters in order to have a meaningfull solution (i.e. 
for which the metric and its first derivative are continuous at 0 = 0). This is reminiscent 
of the relation that should hold between the brane and bulk cosmological constants [44], 
Eqs. (11.12 -11.13) have been solved numerically with the relevant boundary conditions. 
The field profiles are depicted 011 Fig. 11.1 for two arbitrary values of the parameter (3. 
The relation between the parameters a and (3 such that the metric is regular at the brane 
location is depicted on Fig. 11.2. As can be seen on the figure, it consists essentially in 
two power laws. For small values of f3, one finds roughly a ~ 1 /(3, which becomes exact 





232 Chapitre 11. Mur de domaine quadri-dimensionnel (article) 



Fig. 11.1: The rescaled Higgs field amplitude H (full line for [3 = 0.01 and dashed line 
for [3 = 0.1) and warp factor derivative S (dotted line for (3 = 0.01 and dot-dashed line 
for (3 — 0.1) as functions of the rescaled extra dimension coordinate g. 



Fig. 11.2: Relation between the dimensionless constants a and (3 . The thick curve repre¬ 
sent the result of the numerical integration, while the (hardly distinguishable) thin curve 
is the best analytical fit. 
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in the limit j3 —> 0, while for large values of (3, one gets ct ~ |(3 H 2 , which is, again, exact 
in the limit (3 —»■ oo. We were able to hnd the best fit 


a 


2 


1 

P 



(11.15) 


which, as can be seen on the figure, is almost exact everywhere. This translates into the 
relation 


|A| 




(11.16) 


between the five dimensional cosmological constant and the microscopic parameters, which 
corresponds to the usual relations between brane and bulk cosmological constants. 


11.3 Localization of fermions on the wall 

This section is devoted to the description of the Dirac equation in five dimensions with 
the domain wall configuration obtained in the previous section. 

The minimal representation of spinors in five dimensions can be chosen to be four 
dimensional [286]. The five dimensional Clifford algebra can then be constructed from the 
usual four dimensional one by adding the y 5 matrix to close the algebra. If design the 
usual four dimensional Dirac matrices in Minkowski space in the chiral representation, 
the Dirac matrices in five dimensional Minkowski space, P 4 , are 

T M = 7 m , T 4 = -z 7 5 (11.17) 

and they satisfied the usual Clifford algebra 

{T a ,T b } = 2r] AB (11.18) 

where rj AB stands for the five dimensional Minkowski metric. Since in this representation 
the Dirac matrices satisfy 

T 5 = iT°.. ,T 4 = Id (11.19) 

the five dimensional spinors have neither Weyl nor Majorana represention. It follows that 
the Dirac Lagrangian in five dimension for fermions coupled to the Higgs domain wall is 
necessary of the form 

— \fg {WT A V A y - g F my) = [ze^P'D, + iT 4 d y - g F $]V (11.20) 
where the Lorentz covariant derivative with spin connection is [40] 

- Iff'Me-’M r„r 4 . (11.21) 

We emphasize that the sign of the coupling g F of the spinor T to the Higgs held is arbitrary 
and represents a coupling either to kink or to anti-kink domain wall. For definiteness, we 
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shall consider in what follows only the case of a kink coupling, and thus assume without 
lack of generality 2 that g F > 0. 

The variation of the Lagrangian (11.20) leads to the equation of motion of the spinor 
field, namely the Dirac equation in five dimensional anti-de Sitter space for a fermionic 
field coupled to a Higgs field, 

{ir 4 [d y - 2 a\y)} + ie^T^ - s F <f>} T = 0. (11.22) 


This equation involves the matrix y 5 (through T 4 ) and it is thus convenient to split the 
four dimensional right- and left-handed components of the five dimensional spinor and to 
separate the variables as 


T(aT,r/) 


1 + 75 
2 


Idn(y) + 


1-75 

2 


*4(2/) 


^(a+), 


(11.23) 


where is a four dimensional Dirac spinor, while U R {y) and U^iy) are yet undeter¬ 

mined functions of y. In what follows, we want the five dimensional Dirac equation to yield 
an effective four dimensional massive Dirac equation, with an effective mass m (energy 
eigenvalue of the bound state). Such a requirement implies that 


= my !>, 


(11.24) 


or, equivalently, in terms of the right- and left- handed components 


iy' l d^l) K = 77T0L) = rmjj R , (11.25) 

where the right- and left-handed components of the four dimensional spinor are defined 
as 

V+ = 1 + 2 75 ^, V’L = 2 75 -0- (11.26) 

Contrary to the case studied in Ref. [121], the mass m is not an arbitrary parameter and 
will be determined later. 

Choosing 'ip R and as the independent variables instead of T and T, and inserting 
equation (11.25) into the equation of motion (11.22) while using the splitting ansatz 
(11.23) yields the differential system for the two functions Wr/l {y), 

[d y - 2a'(y) - g F $] U R (y) = -me a{y) U L (y), (11.27) 

[dy-2a'(y)+g F $\U L (y) = me a{v) U K (y). (11.28) 

To simplify the notations, it is convenient to introduce the dimensionless rescaled bulk 
components of the fermions 

W(g)=e-He>++ (11.29) 

in terms of which the system (11.27-11.28) takes the form 

9, ~ Cp H + Is) 
a, + (i r H - is) 

2 Note also that the dimensions are given by [4'] = M 2 and [g p ] = M 


*7r 

= — /re°77L, 

(11.30) 

u h 

= ye a U r, 

(11.31) 
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with the dimensionless rescaled mass and coupling constant 

_ m _ g F V 

" “ #1’ 7p “ vW 


(11.32) 


Let us first concentrate on the special case /a — 0. The system (11.30-11.31) then consists 
in two decoupled differential equations and the zero mode states [292] are recovered. 
Asymptotically, these functions behave as 


U R (g^±oo) ~ e ( 7F + 2^) lel , 
U L {g^±oo) ~ e"( 7p_ ^) kl . 


(11.33) 

(11.34) 


Thus, only the left-handed solution Wl may remain bounded [25, 194], and yet provided 


7 f > 


1 

2y/E' 


(11.35) 


Indeed, the right-handed zero modes could have been obtained by considering the coupling 
of fermions to the anti-kink Higgs profile 3 . We thus recover the well-known fact that 
massless fermions must be single-handed in a brane model, contrary to the ordinary four 
dimensional held theory in which they simply can. 

Let us now focus on the more interesting massive case for which Then the system 

(11.30-11.31) can be decoupled by eliminating U R say. For that purpose, we differentiate 
(11.31) with respect to g and express d e U R using equation (11.30) and U R using equation 
(11.31) again to get 


dl-2 Sd 0 + 


fJ?e 2a + - i;H 2 - 7f SH - l -d e S + 7 F d e H 


Wl = 0, 






(11.36) 

(11.37) 


This system is strictly equivalent to the initial system (11.30-11.31) since differentiating 
Eq. (11.37) and then using Eq. (11.36) gives back Eq. (11.30). It is thus important to keep 
both equations. Note that the integration of the first equation (11.36) will require two 
initial conditions but that U R will then be completely determined and thus requires no 
extra constant of integration. As a consequence, it is sufficient to solve the second order 
equation (11.36) for Wl in order to fully determine the left- and right-handed bulk fermion 
profiles. 

Eq. (11.36) can be recast into a Schrodinger-like second order differential equation 

d 2 g U L + co 2 (g)U L = 0, (11.38) 


where the function u is defined by 

uj\e) = + 8„ ( % H + M + Is) (11.39) 

3 The coupling with and anti-kink for which g F < 0 would have yield right-handed solution with the 
constraint y F < 
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with the new function 

U{q) = e~ a{e) U(g). (11.40) 

Our aim will now be to find the zero modes of this new equation; as previously discussed, 
they will be equivalent to the massive bound states we are looking for on the brane. 

In order for the fermions to be confined on the brane, the minimum of to 2 needs to be 
negative to imply an exponential decrease of U l in the bulk. This is essentially equivalent 
to the condition (11.35) that was obtained for the case of zero modes. We shall assume 
henceforth that this condition also holds for massive modes, i.e. that the value of y F 
necessary to bind massive fermions on the brane is at least that to bind massless ones. 
Indeed, Eq. (11.39) shows that the minimum of uj 2 can only be negative for large values 
of the parameter 7 F . However, since the first term of (11.39) increases exponentially at 
large distance from the brane, then, if p ^ 0, a i 2 will necessarily become positive. This 
will yield asymptotic radiative behaviors of the spinor bulk components. Physically, it 
can be interpreted as a tunneling of the fermions from the brane to the bulk [121], On 
the other hand, on the brane, the Higgs field H and the derivative of the warp factor S 
vanish, so that cn 2 (0) is positive. As a result, the fermions can freely propagate in a tiny 
region around the brane, but certainly only for particular values of uj 2 (and thus of /i) 
satisfying the boundary conditions with the surrounding exponential decreasing regions. 
The effective potential V eff = —uj 2 , depicted in Fig. 11.3, exhibits a local minimum on the 
brane and minima at infinity. The modes trapped on the brane are thus expected to have 
discrete masses p on the brane and non-zero probability of tunneling into the bulk. 

11.4 Mass spectrum and tunneling rate 

Since the Higgs and warp factor profiles are not known analytically, it is a priori 
impossible to solve Eq. (11.38) analytically. Nevertheless, since the fermions are expected 
to be trapped in a neighborhood of the brane, we can look for series solutions in g. 

In § 11.4.1, we give an approximation of the effective potential V ea which will then 
be used to determine the bound states and the mass spectrum in § 11.4.2. We end this 
section by determining in § 11.4.3 the tunneling rate in this approximation. The validity 
of this approach is difficult to assess and it will be justified a posteriori on the ground of 
a full numerical integration of the system in the following section. In the whole section, 
it is assumed that p > 0. 

11.4.1 Approximation of the effective potential 

In a neighborhood of the brane we can expand the Higgs and warp factor profiles as 

H(g) = H ig + H 3 g 3 + 0(g 4 ), (11.41) 

S(g) = S ig + S 3 g 3 + 0(g 4 ), (11.42) 

where both the constant and quadratic terms vanish for symmetry reasons. To simplify 
the analysis, we shall make use of the equations of motion in the form 

s = 1f(s,h), 


( 11 . 43 ) 
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p 

Fig. 11.3: The effective potential V eS = —ca 2 felt by Ui,. We chose the parameters y F = 100 
and n = 0.57 f (an illustrative value, not necessarily leading to a bound state) in the 
Higgs and gravity background similar to those of Fig. 11.1, and we have assumed, for 
definiteness, the values a = 1.63, f3 = 1.23. The fermions are trapped on the brane where 
V eS is negative and have a non-zero probability of tunneling into the bulk due to combined 
effects of Higgs and gravity which produce a finite potential barrier. 
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and 


H = ±\,l-F(S,H), 

a 


where the function F(S, H) is defined as 

F(S, H ) = 6S' 2 + a(3(H 2 - l) 2 - 1, 


(11.44) 


(11.45) 


(recall that A < 0). 

Plugging the expansions (11.41) and (11.42) into Eqs. (11.43) and (11.44), it follows 
that the function F(S, H ) can be expanded up to third order as 

F(S, H) ~ af3 - 1 + (6 S 2 - 2aj3H'() g 2 + 0{g A ). (11.46) 

Inserting this expression back into the equations of motion yields the three coefficients 


S\ 

S 3 

H 3 


a 


-Hr, 

3 1 

-aHl \—H 2 - (3 
9 1 L3 1 


= t.H\ 


a 

L3 


Hl-(3 


in terms of the coefficient Hi 


Then, the frequency to 2 can be expanded as an harmonic oscillator potential 
to 2 (g) = ujI(q) + 0(g 4 ) with ul(g) = - Q g 2 

where Wq and are given by 


w 0 2 = p 2 + 'YpHi I 1 + -— H i 


a 


n = //| 7 


Hi 


7f 


67f 

P 


a 

6 


a 


H()+—Hi(2P-li 


37 


7 a 
12 


Hi 


(11.47) 

(11.48) 

(11.49) 

(11.50) 

(11.51) 

(11.52) 

(11.53) 


The function a j 2 is well approximated by a; 2 only near the brane and the expansion 
(11.51) is no longer valid at large distance where the exponential term dominates [see 
Eq. (11.39)]. Once the fixed asymptotic values of the Higgs and warp factor are reached, 
the frequency (11.39) behaves as u 2 ~ 0 ^( 0 ), with 


u4 = /i 2 e 2 ^- 


7 f 


2^6 


(11.54) 


The analytical estimate of the function u 2 is thus obtained by matching the two limiting 
asymptotic behaviors (11.51) and (11.54), respectively ul closes to the brane and afar 
from it, as 


co 2 (p) = 


\P\ < Pn 
Ulo, \P\ > P n 


(11.55) 













11.4- Mass spectrum and tunneling rate 239 


The dimensionless matching distance g m has to be solution of 

(11-56) 

in order to get a continuous function. Note that, because of the symmetry on both sides 
of the wall, we can assume > o without lack of generality. For large values of 7 P , and 
using Eq. (11.53), we get 

(11.57) 

leading to 

a. ~ (H.58) 

As it turns out, the faster the asymptotic solution is reached, the better the approximation 
works. This is the case in particular for H i > 1, 

The exact (numerically integrated) effective potential and its approximation are com¬ 
pared in Fig. 11.4. The global shapes are effectively the same, and in spite of uncertainties 
at intermediate regions due to this crude approximation, it is reasonable to expect the 
same fermion physical behaviors in both potentials. Note that for (cosmologically favored) 
higher value of a(3, the Higgs field and the warp factor reach more rapidly their asymp¬ 
totic values leading thus to a better agreement between the two potentials, as can be seen 
on Fig. 11.4. 


11.4.2 Determination of the bound states 

Given the approximate frequency (11.55), the equation of motion for the left-handed 
bulk spinor component Wl reduces to 


q > e, 

Q< ft 


d 2 + f i 2 e 2\ e \/Ve_ 



{d 2 Q + u;o - *V) W L = 0, 


0, 


(11.59) 

(11.60) 


with the requirement that Wl and its derivative are continuous at g m . Note also that 
we consider only the case g > 0, physics on both sides of the brane being completely 
symmetric under the transformation g —> —g. Let us consider the solutions in each region 
separately. 


g > g m : we introduce the new variable 

z = V6pe ]el/VE , (11.61) 

in terms of which Eq. (11.59) reduces to a standard Bessel differential equation 
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p 



Fig. 11.4: The effective potential V eS = —u 2 and the approximate analytic effective 
potential (dashed curve) obtained from the matching of its two asymptotic expansions near 
the brane and at infinity. On the first panel, the parameters are the same as on Fig. 11.3, 
i.e. 7 F = 100 and /i = 0.57 F . As the asymptotic solution is not reached very close to the 
brane, the approximation is rather poor and the two solutions are not in good agreement 
at intermediate regions. On the panel, we use the new parameter values y F = 100 and 
/i = 0 . 67 f , obtained for a = 0.1865 and (3 = 53.62, a much better approximation is 
obtained around the potential barrier provided the Higgs field and warp factor reach their 
vacuum value rapidely, i.e. for larger value of a/3. As on Fig. 11.3, the parameters are 
chosen to illustrate the point and do not necessarily correspond to existing bound states. 
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the order of which being given by 

£ = v / 6 7f + ^ (H-63) 

Since to 2 is positive at infinity, the asymptotic form of the solution is necessary radiative, 
as was already pointed out in the previous section. The most general solution of the Bessel 
equation (11.62) is a linear superposition of Hankel functions. Since we are interested only 
in ingoing waves in order to study a tunneling process, the most general solution takes 
the form 

Ul(z) = BH?\z), (11.64) 

where H^\z) is the Hankel function of the first kind, propagating towards the brane at 
infinity [2] 

H?\z -> oo) ~ yXe^-V 2 -*/ 4 ). (H.65) 

and B is an arbitrary complex constant. 


q < p m : performing operations similar to those of the previous case, we cast Eq. 
on the form 


'_d^_ 

dx 2 




0, 


(11.60) 

( 11 . 66 ) 


in which we have introduced the new variable and parameter 


x = 



UJ 

2 


(11.67) 


The general solutions of Eq. (11.66) are the parabolic cylinder functions, namely U(a,x ) 
and V (a, x), of which U^{x) can be expressed as linear superpositions. In the limit i> |a|, 
these solutions scale as [254] 


U(a,x)~e ^x a 2 , V{a,x) ~ y-e^V 2 . (11.68) 

Since we are interested in confined fermion states on the brane, only the exponentially 
decreasing function is relevant, so that the general solution near the brane reads 

U\,(x) = AU(a, x), (11.69) 


where A is a complex integration constant. 

The general solution U^{g) for all g is obtained by matching the two different solutions 
at g = p m . Since g m corresponds to the maximum positive value of the effective potential 
[see Fig. 11.4], it is reasonable to consider that the Hankel function at that point can be 
expanded around small values of their argument with respect to their order [2], i.e. 



(*"m) 


2! 

71 






(11.70) 
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while the parabolic cylinder functions can be taken in their large argument asymptotic 
limit (11.68). This is the same kind of approximation as that made to derive the effective 
potential. Physically, the initial conditions on the brane, i.e. Wl( 0) and are chosen 

in such a way that the asymptotic exponentially growing function V(a,x) contribution 
is everywhere negligible. Once these initial conditions are fixed, they fully determine the 
solution on the other side of the brane, i.e. for x < 0. The asymptotic expansion (11.68) 
can be analytically extended to — |x| = |x|e” r and yields [163] 

U(a,-\x\) ~ e -iW a |z|—(11.71) 


Thus, once U l( 0) and d e Ui\o are fixed, the matchings between H^\z m ) and U(a, — |x m |) 
on one side, and U(a, |x m |) on the other side fully determine the bulk component U l for 
all q. 

The last constraint comes from Eq. (11.37) determining the right-handed spinor bulk 
function. It is well defined if and only if both U l and dJJ^ are not singular. In fact, the 
derivative of the parabolic cylinder function U(a,x ) is generally discontinuous at x = 0. 
With the help of the Wronskian of U(a,x ) and U(a, —x) [254] 


U(a, X ) iU(a :- x) -U(a,-x) AU{a ’ X 


2tt 


dx 


dx T (| + a) ’ 


(11.72) 


we can construct the derivative discontinuity at x — 0. This is 

dU(a, 0~) _ dU(a, 0+) _ a + |£(|+J) 
dx dx T (| + a) ’ 


(11.73) 


where we have used the particular value [254] 


U(a, 0) 



(11.74) 


Imposing that the derivative of Ul is continuous at x = 0 results in imposing that the 
jump (11.73) vanishes. This is the case if and only if a is solution of 


£( 1 + 1 ) 

r () + “) 


o. 


(11.75) 


Since T is singular for negative integer arguments, this condition is satisfied only for 



(11.76) 


where n is a positive integer. Note that —a—1/2 cannot be odd since then the numerator of 
the Wronskian (11.75) will also be singular resulting in a finite derivative jump at x = 0. 
The condition (11.76) shows that the trapped fermions on the brane have necessarily 
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discrete masses fi n which read, using the values of the parameters (11.52), (11.53) and 
(11.67), 


hn 7 f-^1 


(4n + l)Jl + 


6/1 


37 f 7/i 


+ 


24a/? + a 2 //) 2 [(4ra + l) 2 - 5] 


367, 


1 + ^ [(4» + l) 2 + 1] 

® IF 


(11.77) 


This mass spectrum is valid for n > 0 since our derivation assumed that // > 0. In the 
limiting case where 7 F S> 1, it reduces to the much simpler form for the lowest masses 

/in ~ 2 v / nv / %T/7. (11.78) 


On the other hand, p 2 cannot reach very large values since it is necessary to have a poten¬ 
tial barrier in order to have bound states. From the expression of the effective potential 
(11.54), the barrier is found to disappear when 


<4, (ftn,/W)~0. (11.79) 

Again in the limit where y F 1, using the value (11.58) of £> m , one gets the maximum 
accessible reduced mass /i rnax for /i as 

hmax ~ 7 F e“ 1/v/lHl . (11.80) 


The maximum number of distinct massive states trapped on the brane can thus be esti¬ 
mated to be 


Wmax ~ Inf 


7f 


1 -2 /V&H! 

AH, 


(11.81) 


For the parameters chosen in Fig. 11.3, one obtains /z max ~ 0 . 687 F and there are n max = 11 
massive modes trapped on the brane. 


11.4.3 Fermion tunneling rate 

Since the effective potential becomes negative at infinity, the massive modes trapped 
on the brane are subject only to a finite potential barrier. They are in a metastable state 
and can tunnel from the brane to the bulk. In this section we use our previous analytic 
solution to estimate the tunneling rate. Would this rate be too high, one would observe an 
effective violation of energy-momentum conservation on the brane, i.e. in four dimension, 
thereby contradicting observation. 

Our starting point is the analytic solution for the left-handed bulk function that was 
derived in the previous section 

6 < Q m => Ul(q) = A U (a, y/2 0 1/4 £>) , 

Q>g m =* UM = b {V&^ /VE y 


(11.82) 

(11.83) 
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The transmission factor can easily be derived from the matching conditions of the left- 
handed bulk fermion component at g = p m . First of all, U l has to be continuous. Using 
the expansions (11.68) and (11.70) and the value (11.76) of the parameter a, permits to 
find the relation 


= ~BT(£) 


(11.84) 


between the coefficients A and B. Making use of the expression (11.58) for g m yields 
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a r(£) 


fl rl 


f e \ 




I ( e 

exp : 


\ 3 s/nJ “*''. 12 ^) 


Assuming, as above, that y F 1 (so that £ ^ 1) we can expand T(£) as 

T(£) ~ /- 1 / 2 e-^, 


(11.85) 


( 11 . 86 ) 


so that, using expressions (11.57), (11.58) and (11.63) respectively of U, g m , and £, we get 
that B/A is approximated by 


6l/4 ^ n+1/2exp 


(In 


2/i n 




1 H-p \ 


(11.87) 


The transmission coefficient from the brane to the bulk associated with Wl can thus 
be defined by 

Z4(£) 


T = 


udoy 


( 11 . 88 ) 


with Ui,(£) = BHf\£), is evaluated at the turning point g — £ where the spinor bulk 
component begins to propagate freely. Using the behaviour (11.74) of the function at the 
origin, the ratio (11.87) and the properties [2] of the Hankel function 


=( 3 


the transmission coefficient (11.88) reduces to 


4\ 2 / 3 g —*7 t/3 


T(2/3) 


r 1 / 3 , 


f ^ 2 4/3r (1/2 n) in/6H - n n+l/6 
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1 + 




2y/QHi) 


(11.89) 


(11.90) 


It follows, using the definition (11.40), that the probability for a trapped particle on the 
brane to tunnel to the bulk is given by 


-p = ipl 2 — e 2 U\/6 yj-\ 


(11.91) 


The characteristic time for a fermionic mode trapped on the brane can be roughly 
estimated by 


A ~ y b = 


Q b 


vW 


(11.92) 
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where y b represents the typical length, in the fifth dimension, felt by a particle on the 
brane. As can be seen on Fig. If.5, the spinor bulk components are exponentially damped 
as soon as the effective potential becomes positive. Thus g h can be estimated by the 
solution of 0 J b {g b ) = 0 so that, keeping in mind that fi < 7fj 

g h ~ l ~ (11.93) 


The life-time r n of a fermionic bound state on the brane labelled by n 


T„, = 


V 


(11.94) 


can be estimated by 


3 7 / 6 r 2 ( 2 / 3 ) i / 27; 2 ”- 5/6 
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2 n m a.x _ 1 


Ve 2 VqhJ 


(11.95) 


We recall that, due to the approximations performed in the previous derivation, this 
estimate is valid only for /i <C /i max - Nevertheless, the argument in the exponential ampli¬ 
fies the transition from bound states to tunneling ones for masses /i ~ /r max , as intuitively 
expected. An order of magnitude of the minimal coupling constant y F leading to stable 
bound states can thus be estimated by requiring that the lowest massive state does not 
tunnel, 

, ll <2 Am „exp(—1 -_ + - 7 =_). (11,96) 

Using the two values (11.78) and (11.80), this implies that 

7 „>/f 1 exp(2 + -| + 7 i^). (11.97) 

As a numerical application, for the Higgs and gravity parameters used in Fig. 11.3, we 
get 7 P > 25. 


11.5 Numerical investigation 

Numerically, it is simpler and more convenient to solve the first order differential 
system (11.30-11.31). A Runge-Kutta integration method was used, on both sides of the 
brane. In order to suppress the exponential growth, we integrate from the turning point, 
g = £, where the solution begins to propagate freely, toward the brane. In this way, we 
get only U (a, x) near the brane. The radiative solution for g > £, is simply obtained by 
integrating from the turning point toward infinity, with initial conditions determined by 
the matching with the exponential decreasing solution near the wall. The same method 
is used on the other side of the brane, but this time, by means of the last free parameter, 
we impose the continuity of one bulk spinor component on the brane (Wl say). Generally, 
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Fig. 11.5: [Left] The right (dashed line) and left (solid line) bulk spinor components L/r 
and Wl, as functions of the dimensionless distance g to the brane, for the heaviest massive 
state (n = 11) and 7 F = 100. [Right] Zoom near the turning point and transition to the 
radiative behaviour which takes place at a finite distance to the brane due to the tunneling 
of this mode from the brane to the bulk. 


n 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

11 

li n (numerical) 

0.209 

0.291 

0.353 

0.402 

0.444 

0.480 

... 0.593 

fi n (estimates) 

0.210 

0.295 

0.359 

0.412 

0.458 

0.499 

... 0.657 

precision (%) 

0.5 

1.3 

1.7 

2.4 

3 

3.8 

9.7 


Tab. 11.1: Comparison of the numerical values and analytical estimates of the first six 
bound states reduced mass /i, together with the heaviest mode, computed for y F = 100. 


the other bulk spinor component will be discontinuous at g = 0, as expected from the 
analytical study since U'(a, 0) is generally discontinuous. The mass spectrum is thus 
obtained by requiring the continuity of Wr on the brane. 

The bulk spinor components computed this scheme have been plotted for the first 
massive modes trapped on the brane in Fig. 11.6, for y F = 100. The lowest mass is 
numerically found to be /ii ~ 0.2097 F and was estimated analytically, from (11.78), to 
be n i ~ 0 . 2107 f leading to a precision of 0.5% for the analytical estimate. The second 
mass is numerically found to be /12 ~ 0.29l7 F , which has to be compared to its analytical 
estimate /r 2 ~ 0.2957 F . Again, the precision of this estimate is of about 1%. As predicted 
from (11.81), there are n max = 11 massive bound states the lightest masses of which are 
summed up in table 11.1. On Fig. 11.5, we plot the last n = 11 trapped mode; it has a 
tiny radiative component, as expected for a tunneling mode. 

In conclusion, the numerics confirm that the approximations of the previous section 
and our estimates are accurate up to 1%-10% (see table 11.1). 
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Fig. 11.6: The right (dashed curve) and left bulk spinor components, U-& and as 
functions of the dimensionless distance g from the brane for the lightest massive bound 
states. They have been computed for y F = 100 and in the Higgs and warp factor profiles 
obtained with parameter of Fig. 11.3. The numerical values of the corresponding reduced 
masses are reported on table 11.1. 
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11.6 Discussion and conclusions 


We shall now discuss the cosmological constraints existing on the kind of model we 
have been considering here. Most of these constraints come from brane models in which 
the wall structure is replaced by an infinitely thin four dimensional layer. As discussed 
in the previous sections, such an approximation is equivalent, within our framework, to 
asking that the combination a/3 be much larger than unity. In this limit, equivalent to 
the large (3 limit since, from Eq. (11.15), a/3 |/3 1/2 , we can replace the stress-energy 

tensor (11.6) by the effective four dimensional surface distribution 

eff 

T ^ = T oc g^S(y), (11.98) 


whose isotropic tension TA is obtained by integration in the transverse direction to yield 


= y/\A\r, 2 


d^e 


-6<r(e) 


-& 2 + 2 E 
2 


sfwwm 


(11.99) 


where the function £(/?) can be expressed as 

" 6 S 2 - 1 


f= / dpe 


-6 a{e) 


a 


+ 2f3(H 2 — l) 2 


( 11 . 100 ) 


Fig. 11.7 shows the variation of £ as a function of (3. In the limit /f > 1, it is clear 
that £ ~ (3, so that the brane tension behaves as 


T ~ ^ 


( 11 . 101 ) 


which will be used to derive the relevant cosmological constraints. Note also that the 
discrepancy between the above formula and the actual value of becomes important 
(more than 100 % error say) for (3 < 0.1, which is already rather far from the thin brane 
limit usually considered. 


11.6.1 Investigation of the parameter space 

The model described in this article depends of five parameters, four describing the 
spacetime and scalar field dynamics (Q 5 , A,rj, A) and one concerning the fermions (g F ). 
With the domain wall structure assumed, only four of these parameters are independent 
[see Eq. (11.16)]. It is convenient to replace this set of parameters by the three mass scales 

m 5 = g; 1/3 : m A = ^5, = T^, (11.102) 


and the dimensionless parameter y F . These parameters are subject to a number of con¬ 
straints, namely : 
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Fig. 11.7: Effective four dimensional brane tension, in units of a/|A|? 7 2 , of the domain 
wall as a function of f3 (dashed line). It is clear that in the thin brane limit, £ ~ /3 (thin 
line). 
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The four dimensional gravitational constant must agree with its observed value G 4 = 
m~ 2 with m 4 ~ 10 19 GeV. Using the expression of the four dimensional Planck mass in 
terms of the five dimensional analog and of the brane tension gives [39, 100, 90, 38, 219, 
315, 140, 241, 306, 77, 28] 

m 3 ~ m 4 m^. (11.103) 


The brane cosmological constant [39, 100, 90, 38, 219, 315, 140, 241, 306, 77, 28] 


2A 


4 


A + 6v t 4 C 2 T 2 

5 oo 


(11.104) 


must also agree with the standard observational bound m\ 4 < 10 60 m 4 . This implies 


m 


A 


2 4 

7r m 

oo 


V6 


~ rn A m 3 . 


(11.105) 


Note that in the limit (3 1, this relation is equivalent to Eq. (11.101). This means 

that this condition is readily satisfied in the thin brane limit. At this point, it is worth 
emphasizing that this is precisely the limit in which the analytic approximation for fermion 
masses are the most accurate. 


There must not be any deviation of the law of gravity on the brane with respect to the 
inverse square Newton law above 1 millimeter [238]. This implies [88] 


m A > 10 


-3 


eV. 


(11.106) 


Finally, we require the fermion stress-energy tensor to be negligible with the brane 
stress-energy, so that we impose that the mass of the heaviest fermion is smaller than the 
brane mass scale. By means of Eq. (11.80), this condition reads 

m max ~ m A 7 P e _1/( ^ l) < (11.107) 


where H i ends up being function of (3 only by means of Eqs (11.15) and (11.50), 

In the limit /3 > 1, Eqs. (11.107) and (11.108) combine to give the constraint on the 
coupling constant 

< I^ e ilVW „ ^ (HT09) 

m A m A 

It follows from the relations (11.103) and (11.105) that m ^ ~ mAm 4 so that the three 
mass scales must satisfy 


m. 


>10 3 eV, m^^lTeV, m 5 >10 6 TeV, 


( 11 . 110 ) 


which, together with Eq. (11.109) and (11.35) yields 

1 


2^/6 


< 7 < 10 15 ( m °° } 
7f ~ V1 TeV / ’ 


(mu) 
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where, as discussed below Eq. (11.40), the lower bound is very conservative. 

Now, let us examine the stability of the fermion confinement on the brane and the 
restriction on their life-time imposed by the previous conditions. We require, at least, one 
massive bound state to have a life-time longer than the age of the Universe, i.e. 

T\ > T univ ~ 10 17 S. (11.112) 


Using Eq. (11.95), one roughly gets 

that i ~ T(/?, 7 f ) = 17/6 exp 2 Q In - 1 - l/VE - ^— 

' 1.113) 

The condition (11.112) together with the former constraint (11.110) can be written as 

m 7 p)> 10 30 . (11.114) 


On Fig. 11.8, we present the contour plot of the dimensionless function Y(/?, 7 F ), for 
T = 10 30 and 10 6 °, which correspond respectively to a particle life-time of the order of 
the age of the Universe, and of the proton life-time lower limit. For /3 > 1, there are 
in principle two allowed regions, corresponding to strong and weak coupling limits, i.e. 
7 P 1 and 7 F Cl. However, the lower bound on 7 F , which comes from the requirement 
that fermions are actually trapped on the brane, pushes the weak coupling allowed region 
to very high values of (3, in practice [3 > 7.5 x 10 5 ' for T = 10 3 °. Note also that this 
already rather extreme value is based on the conservative estimate given by Eq. (11.35). 

For /3 < 1, the weak coupling region completely disappears, while the strong coupling 
allowed region shrinks rapidely : for (3 < 8.5 x 10 -3 , the life-time cannot exceed the age of 
the Universe because 7 F > 10 15 . Considering [3 > 1 therefore turns out to be the relevant 
limit if one wishes to have fermionic bound states living on the brane. 

11.6.2 Conclusion 

In this article, we have considered fermions coupled to a Higgs field with a domain 
wall structure in a five dimensional anti-de Sitter spacetime. This domain wall can be 
thought of as a realization of a brane universe. 

After, studying the domain wall configuration, we solved the Dirac equation and 
showed that there exists massive fermionic bound states trapped on the wall. We develop 
both analytic approximation to compute the mass spectrum and the tunneling time. This 
was compared to a full numerical integration of the dynamical equations that revealed 
the accuracy of our approximation scheme. 

We recover the fact that massive fermions tunnel to the bulk [121], Investigation in 
the parameter space shows that, for models satisfying the cosmological constraints, the 
relevant confinement life-time can be much greater that either the age of the Universe or 
the proton life-time. This was made possible by the derivation of the analytic estimate. 

One of our central result is the derivation of an analytic mass spectrum for fermions 
trapped on a brane-like four dimensional spacetime. In particular, as could have been 
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Fig. 11.8: Contour plot of the function T(/3, 7 P ) for T = 10 30 [solid lines] and 10 60 [dashed 
line], i.e. respectively a particle life-time of the order of the age of the Universe, and of the 
proton life-time lower limit. Note that both top curves are indistinguishable due to the 
exponential behavior of T in y F . They turn out to be equivalent to the analytical require¬ 
ment given by Eq. (11.97). Points above the highest curve and below the lowest curves 
satisfy the contraint. We also superimpose the conservative constraint (11.35) necessary 
for the existence of a massless bound state, the allowed region being above the dotted 
line. 
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anticipated [262], it was shown that the allowed masses are quantized, with a spectrum 
varrying, in the strong coupling limit, as y/n. Such a spectrum is indeed in contradiction 
with experimental measurements of particle masses [164], which is not surprising given the 
simplicity of the model. It however opens the possibility to build more realistic theories 
in which mass quantization would stem naturally from extra dimensions. 
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Conclusion 


Les principaux resultats de cette these concernent le confinement de fermions sur des 
objets etendus de type cordes cosmiques et branes en dimensions supplementaires. 

Du point de vue de la physique des particules, il y est montre qu’un couplage de 
Yukawa entre des champs fermioniques et un champ de Higgs inhomogene, de type defaut 
topologique, conduisait, de maniere generique, a l’existence d’etats lies dont le spectre de 
masse a ete etudie en detail. La prise en compte de l’elfet des courants generes par le 
remplissage de ces etats sur le spectre lui-meme semble montrer que l’etat fondamental 
lie peut pas etre de masse nulle, invalidant de ce fait l’existence physique de modes zeros 
dans ces modeles. Ce resultat remet en cause les etudes precedentes sur les courants de 
fermions dans les cordes, tant du point de vue microscopique que cosmologique. 

D’un point de vue cosmologique, ces resultats nous ont permis, dans un premier temps, 
d’etudier la dynamique des cordes cosmiques parcourues par des courants de fermions, 
et d’en extraire une equation d’etat. Contrairement aux cas connus des cordes possedant 
des courants de bosons, cette equation d’etat met en jeu plusieurs parametres internes 
qui s’identifient aux densites des divers fermions presents dans la corde. Ce resultat fait 
qu’il n’est pas toujours possible d’appliquer le formalisme covariant a un parametre pour 
les courants de fermions. Ces courants se distinguent egalement de ceux de bosons, dans 
la dynamique des cordes, par le fait qu’ils privilegient a la fois des regimes subsoniques, 
lorsque les courants sont ultrarelativistes, et des regimes supersoniques, lorsque les modes 
massifs sont predominants. Les vortons associes a ces deux types de dynamique sont alors 
classiquement respectivement stables et instables. Leur persistance au cours de revolu¬ 
tion de l’univers pouvant conduire a une catastrophe cosmologique, les consequences des 
transitions entre les regimes de stability et d’instabilite de ces vortons pourraient etre 
importantes. 

E 11 ce qui concerne la cosmologie en dimensions supplementaires, le mecanisme de 
confinement etudie sur les cordes a permis de proposer une solution simple au probleme 
de la localisation des fermions massifs sur une brane representant notre univers. II est 
ainsi possible de donner une explication a la quantification de la masse, en general, par 
l’existence d’un spectre de masse naturellement discret des etats lies fermioniques. La 
prise en compte des effets gravitationnels a cependant montre que ces modes pouvaient 
s’echapper dans la dimension supplementaire, et, en imposant que la duree de vie de ces 
etats soit plus grande que l’age de l’univers, des contraintes numeriques sur les parametres 
du modele ont pu etre trouvees. 

Le prolongement naturel de ces travaux porte a la fois sur l’aspect cosmologique et 
microscopique. Concernant le premier, la realisation de simulations numeriques d’evolu- 
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tion de cordes conductrices permettrait de fixer precisement les contraintes cosmologiques 
qu’elles doivent verifier, et, par le biais de l’equation d’etat, de contraindre la physique 
des particules sous-jacente. Par analogie avec des cordes sans structure interne, revolu¬ 
tion de ces reseaux doit etre etroitement liee a la formation et a la persistance des vortons 
qu’ils produisent. Bien que classiquement stables pour les regimes subsoniques, des ef- 
fets quantiques pourraient toutefois les destabiliser. II serait done interessant de pouvoir 
generaliser l’approche introduite dans cette these aux cas de cordes courbees, et d’en 
etudier les consequences sur les etats lies fermioniques. 

Eli prolongement de 1’etude du confinement des fermions massifs sur un mur de do- 
maine quadri-dimensionnel, leur localisation sur une corde quadri-dimensionnelle plongee 
dans un espace-temps a six dimensions permettrait d’introduire leur charge. En effet, la 
corde etant generee par la brisure d’une symetrie locale, elle met en jeu un champ de 
jauge auquel les fermions sont couples. Le spectre de masse des fermions charges pourrait 
ainsi etre compare aux observations afin d’etudier la viabilite de ces modeles. De plus, 
comme pour les cordes, l’influence de la courbure de la brane sur le spectre de masse reste 
a etudier. 
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A.l Introduction 

Dans le chapitre 5, nous avons presente des resultats issus de simulations numeriques 
faisant evoluer un reseau de cordes cosmiques de Goto-Nambu dans un univers de FLRW, a 
partir de diverses configurations initiales. La physique regissant revolution d’un tel reseau 
ayant ete decrite dans les chapitres 4 et 5, cette annexe est consacree aux aspects pure- 
ment numeriques du calcul. La resolution des equations du mouvements (5.18), ainsi que 
la detection et la realisation des intercommutations entre les cordes, sont les deux taches 
essentielles qui guident le calcul numerique. Cependant, celles-ci doivent etre en perma¬ 
nence accompagnees de multiples verifications et corrections afin d’eviter la croissance 
d’erreurs purement numeriques, dues a la precision finie des machines. Dans le code util¬ 
ise ici, ce travail a ete effectue par F. Bouchet et D. Bennett dans les annees 1980 [33, 31], 
a l’aide du langage de programmation Fortran77. Cependant, l’utilisation actuelle de ce 
code, pour le calcul du spectre de fluctuation du CMBR induit par les cordes, requiert 
une grande dynamique temporelle de simulation. Or, la taille finie du volume dans lequel 
le reseau evolue fixe egalement la duree de la simulation, l’horizon devant y etre tou- 
jours confine pour eviter des effets de bord parasites (voir Chap. 5). Typiquement, les 
volumes, et clone les durees de simulation maximales de l’epoque, etaient de l’ordre de 
(26R,) 3 , permettant d’etudier 1’evolution cosmologique du reseau pour un accroissement 
du facteur d’echelle cl’un facteur quinze dans l’ere de matiere, contre un facteur six dans 
here de radiation. Le nombre initial de points, par unite de longueur, utilise pour decrire 
chaque corde est egalement un parametre significatif. II fixe la taille physique admissible 
des plus petites boucles qui ne peuvent etre representees que par trois points minimum. 
Ce cutoff est egalement exprime en fonction de la longueur de correlation de la transition 
de phase £ c (voir Chap. 5), et sa valeur typique est d’environ 0.3£ c , soit un nombre initial 
de points par longueur de correlation de 10/£ c . Si Ton souhaite augmenter la resolution 
des simulations sur la taille des petites boucles, ce parametre est egalement a augmenter. 

Hormis l’accroissement des performances des machines actuelles, la mise en place de 
simulations numeriques de hautes resolutions peut etre operee par le biais de methodes 
de parallelisation. Celles-ci consistent essentiellement a reprogrammer le code afin que ses 
calculs, initialement operes successivement, soient partages entre differents processeurs, ou 
machines, dans le but d’augmenter la vitesse effective d’execution. II n’est cependant pas 
possible de paralleliser tout un code, certaines parties necessitant toujours une execution 
sequentielle. Les sections suivantes illustrent les ameliorations effectuees, ainsi que les 
difficultes rencontrees, lorsque ces methodes ont ete developpees sur le code de F. Bouchet, 
et dont les resultats provisoires ont ete presentes dans le chapitre 5. 

A.2 Directives de compilation OpenMP 

Le langage qui a ete utilise pour paralleliser le code correspond au standard OpenMP 1 
apparu en 1997 [296], et remis a jour en novembre 2000 [296]. Bien que la parallelisation 
multitaches existe depuis quelques annees, chaque constructeur possede son propre jeu de 
directives, et le standard OpenMP est actuellement le seul langage unifie et repandu. Sa 


1 Open Multi-Processing. 
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jeunesse est cependant egalement responsable de son instability, et son fonctionnement 
correct a requis certaines reprogrammations du code a l’aide du langage Fortran90. 

A.2.1 Parallelisation des autocommutations 

L’identification des parties du programme pouvant etre parallelisees est souvent di- 
rectement clonnee par la physique qu’elles modelisent. Le critere determinant est que les 
sections paralleles doivent etre independantes, c’est-a-dire que le resultat donne par une 
section parallele doit etre independant du resultat donne par l’autre section. Lorsque 
ce n’est pas le cas, la structure et bexecution sequentielle du programme doivent etre 
preservees pour conserver la validite des resultats. 

Dans le code devolution de cordes cosmiques, l’etape demandant le plus de temps 
de calcul est la detection et la realisation des autocommutations. Comme on peut le 
voir sur la figure A.l, le sous programme nomme “iniselfc” occupe pres de 80% du 
temps d’execution. Sa fonction dans le code est d’initialiser des variables relatives aux 
autocommutations de chaque boucle de corde en construisant une liste de points, sur la 
boucle en question, susceptibles de se croiser. II est appele pour chaque point de chaque 
boucle de corde et lie concerne que les points de la dite boucle. II est clair qu’une telle 
operation peut etre executee en parallele car la detection d’un croisement est propre a 
chaque boucle. En fait, dans le but d’augmenter au maximum Tepaisseur” des sections 
paralleles, ceci suggere de separer le calcul de Involution de chaque corde sur les differents 
processeurs accessibles. Cette operation est cependant limitee par le fait qu’il existe des 
intercommutations entre les differentes cordes. Dans ce cas, il faut revenir a une execution 
en serie. 

La separation des taches entre les divers processeurs peut simplement etre mise en place 
a l’aide de directives de compilation, i.e. de commandes inserees dans le code donnant les 
instructions necessaires au compilateur. Dans le langage OpenMP, la parallelisation sur 
chaque corde s’est effectuee par la directive ! $0MP PARALLEL DO appliquee a une boucle 
de calcul DO separant le traitement des differentes cordes (voir Fig. A.2). L’effet de cette 
directive est de faire calculer chaque bloc de commandes, situe entre ! $0MP PARALLEL DO 
et !$0MP END PARALLEL DO, par chaque processeur accessible, le numero du processeur 
etant relie a l’indice is, modulo le nombre total de processeurs. II est de plus possi¬ 
ble d’ameliorer la dynamique de repartition des taches par une directive nommee ! $0MP 
SCHEDULE (voir Fig. A.2). Celle-ci specifie dans quel ordre les blocs de calcul indexes 
par is sont repartis sur les processeurs. Le choix le plus efficace est obtenu par l’option 
DYNAMIC qui affecte une taclie is quelconque au premier processeur fibre ayant termine 
le calcul d’un bloc anterieur. On evite de cette maniere que des blocs de calcul plus long 
que les autres ne ralentissent F execution en parallele. 

Les autres directives de compilation apparaissant dans tout le reste du code (voir 
Fig. A.3) gerent le partage de la memoire entre les differentes regions paralleles. 

A.2.2 Les variables partagees 

La principale difficulty lorsqu’une partie du code est parallelisee est de definir exacte- 
ment quelles sont les variables qui vont etre communes, ou non, a chaque section parallele, 
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granularity: each sample hit covers 8 byte(s) for 0.00% of 4046.97 seconds 


% 

cumulative 

self 


self 

total 


time 

seconds 

seconds 

calls 

ms/call 

ms/call 

name 

79.7 

3225.39 

3225.39 

60645 

53.18 

53.18 

iniselfc_ [6] 

8.2 

3558.87 

333.49 

5229 

63.78 

63.78 

chkmov_ [8] 

3.9 

3717.81 

158.94 

115145544 

0.00 

0.00 

getnbrg_ [10] 

2.1 

3803.08 

85.27 

1365 

62.47 

62.47 

inicros_ [11] 

2.0 

3883.51 

80.43 

1367 

58.84 

58.84 

diagnos_ [12] 

1.0 

3922.36 

38.85 

1622152 

0.02 

2.27 

moverl_ [4] 

CO 

o 

3956.17 

33.80 

1366 

24.75 

2962.54 

stepon_ [3] 

0.5 

3978.00 

21.83 

11491 

1. 90 

1. 90 

dlrepar_ [14] 

0.5 

3997.93 

19.92 

82239783 

0.00 

0.00 

finechk_ [13] 

0.4 

4015.11 

17.18 

3750522 

0.00 

0.00 

submov_ [15] 

0.2 

4022.87 

7.76 

162872 

0.05 

0.05 

smooth_ [17] 

0.1 

4028.78 

5.91 

2476 

2.39 

3.50 

famtree_ [16] 

0.1 

4034.55 

5.77 

60756 

0.09 

54.69 

chkselfcl_ [5] 

0.1 

4037.31 

2.76 

4603 

0.60 

0.60 

poscms_ [18] 

0.1 

4039.74 

2.42 

6494 

0.37 

0.37 

fragchk_ [20] 

0.1 

4041.86 

2.13 

8487783 

0.00 

0.00 

cubic_ [21] 

o 

o 

4043.69 

1.82 

1366 

1.33 

129.28 

chkcrosl_ [9] 

o 

o 

4045.17 

1.49 

2476 

0.60 

0.62 

xchg_ [22] 

o 

o 

4045.74 

0.56 

3306 

0.17 

0.17 

finechk2_ [23] 

o 

o 

4046.16 

0.42 

5229 

0.08 

0.08 

bkchkmov_ [24] 

o 

o 

4046.48 

0.32 

382366 

0.00 

0.00 

cubic2_ [25] 

o 

o 

4046.71 

0.23 

2574 

0.09 

135.01 

dblchk_ [7] 

o 

o 

4046.77 

0.06 

2495 

0.02 

0.02 

fragxchg_ [26] 

o 

o 

4046.82 

0.05 

1512 

0.03 

1.71 

frag_ [19] 

o 

o 

4046.86 

0.04 

1 

35.16 

35.17 

setup_ [27] 

o 

o 

4046.89 

0.03 

2 

14 . 65 

14 . 65 

writsnap_ [28] 

o 

o 

4046.91 

0.02 

6392 

0.00 

0.00 

a3to2_ [29] 

o 

o 

4046.92 

0.02 

6356 

0.00 

0.00 

b3to2_ [30] 

o 

o 

4046.93 

0.01 

1367 

0.01 

0.01 

output2_ [31] 

o 

o 

4046.94 

0.01 

2 

4.39 

4.39 

conchk_ [32] 

o 

o 

4046.95 

0.00 

2485 

0.00 

0.00 

ranf_ [33] 

o 

o 

4046.95 

0.00 

1451 

0.00 

0.00 

bksubmov_ [34] 

o 

o 

4046.96 

0.00 

964 

0.01 

0.01 

a2to2_ [35] 

o 

o 

4046.96 

0.00 

1 

3.91 

4046965.82 evol_ [1] 

o 

o 

4046.96 

0.00 

1 

2.93 

2.93 

readsnap_ [36] 

o 

o 

4046.97 

0.00 

912 

0.00 

0.00 

b2to2_ [37] 

o 

o 

4046.97 

0.00 

350 

0.00 

0.00 

quad_ [38] 

o 

o 

4046.97 

0.00 

10 

0.00 

0.00 

blines_ [39] 

o 

o 

4046.97 

0.00 

3 

0.00 

0.00 

msg_ [40] 

o 

o 

4046.97 

0.00 

2 

0.00 

0.00 

convert_ [41] 

o 

o 

4046.97 

0.00 

2 

0.00 

0.00 

teststop_ [42] 

o 

o 

4046.97 

0.00 

1 

0.00 

0.00 

endrun_ [43] 

o 

o 

4046.97 

0.00 

1 

0.00 

0.00 

headlog_ [44] 

o 

o 

4046.97 

0.00 

1 

0.00 

0.00 

outputl_ [45] 

o 

o 

4046.97 

0.00 

1 

0.00 

0.00 

readctrl_ [46] 


Fig. A.l: Temps de calcul passe dans les plus lents sous programmes du code devolution 
de cordes cosmiques lorsqu’il est execute en serie. La detection des autocommutation 
occupe pres de 80% du temps total. 
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!$OMP PARALLEL DO 
!$OMP+DEFAULT(SHARED) 

!$OMP+PRIVATE(is,k,j,islabnum) 

!$OMP+COPYIN(locflag,nx,ny,nz,iperx,ipery,iperz) 
!$OMP+SCHEDULE(RUNTIME) 

do is=nstringO,1,-1 

islabnum=labnum(indlgth(is)) 
if(lgth(islabnum).gt.l) then 

call mover1(islabnum) 


k=heads(islabnum) 
do j=l,lgth(islabnum) 

xcrs(k)=xcrs(k)+corrx(k) 
ycrs(k)=ycrs(k)+corry(k) 
zcrs(k) =zcrs(k)+corrz(k) 


if (xcrs (k) .It. 0 . ) 
if (xcrs(k).gt.boxlgth) 
if (ycrs(k) .It. 0 .) 
if (ycrs(k).gt.boxlgth) 
if (zcrs (k) .It. 0 . ) 
if (zcrs(k).gt.boxlgth) 


xcrs(k)=xcrs(k)+boxlgth 
xcrs(k)=xcrs(k)-boxlgth 
ycrs(k)=ycrs(k)+boxlgth 
ycrs(k)=ycrs(k)-boxlgth 
zcrs(k)=zcrs(k)+boxlgth 
zcrs(k)=zcrs (k)-boxlgth 


k=forw(k) 


enddo 

endif 

enddo 

!$OMP END PARALLEL DO 


Fig. A. 2: Directive de compilation ! $0MP PARALLEL DO permettant l’execution en par- 
allele de la boucle de calcul, selon son indice, ici is. L’ensemble des jeux d’instruction 
interieurs a la boucle de calcul DO est execute par un processeur different pour chaque 
valeur de is, modulo le nombre total de processeurs. 
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Fig. A.3: Le code devolution de cordes cosmiques de F. Bouchet et D. Bennett [33, 
31]. Environ deux cents directives de compilation OpenMP ont ete introduites pour sa 
parallelisation et sont representees en rouge. 
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i.e. a chaque corde dans le cas qui nous concerne. Par exemple, la plus evidente des vari¬ 
ables privees est l’indice is : sa valeur est necessairement differente pour chaque corde, par 
contre, le nombre total de cordes nstringO est une variable partagee (voir Fig. A.2). Les 
specifications de partage des variables sont executees par les clauses SHARED ou PRIVATE 
sur la figure A.2, pour declarer des variables communes ou privees, respectivement. 

Dans le code utilise ici, pres de deux cents directives de ce type ont ete introduites 
afin de correctement declarer le type de chaque variable (voir fig. A.3). La deuxieme 
difficulty apparait lorsqu’une section parallele modifie une variable partagee entre tous 
les processeurs. C’est par exemple le cas de nstringO : lors des autocommutations de 
chaque corde, de nombreuses petites boucles sont formees (voir Chap. 5) et dans toutes 
les sections paralleles il y a une instruction du type 

nstringO = nstringO + 1. (A.l) 

Pour que la valeur finale soit correcte, il ne faut absolument pas que deux processeurs 
accedent en meme temps a nstringO. Ceci peut etre specifie par les commandes !$0MP 
CRITICAL et ! $0MP END CRITICAL qui assurent que le bloc d’instruction compris entre ces 
deux directives n’est jamais effectue simultanement par deux sections paralleles. L’ecriture 
correcte de l’instruction (A.l) devient finalement 2 

!$0MP CRITICAL 

nstringO = nstringO + 1 (A.2) 

!$0MP END CRITICAL 

Enfin, une fois les variables correctement declarees et calculees dans les sections paralleles, 
il faut s’assurer qu’elles sont correctement reliees a leur analogue dans les parties en 
serie du programme, et inversement. Pour cela, on utilise la clause !$0MP COPYIN. Sur la 
figure A.2, elle permet de copier la valeur des variables utilisees dans la section en serie 
vers les variables privees des sections paralleles. 

Le test suffisant, mais non necessaire, permettant de verifier si ces diverses etapes de 
parallelisation ont ete correctement programmees, est ensuite de comparer les resultats 
entre le programme initial et le programme parallelise 3 . Les valeurs des diverses quantites 
physiques ont ainsi ete retrouvees, a la precision de la machine pres, entre les deux types 
dExecution. Sur la figure A.4, sont represents les courbes de vitesse d’execution instanta- 
nee du programme parallelise lorsqu’il fonctionne sur deux, quatre, six ou huit processeurs. 
On voit clairement que l’augmentation du nombre de processeurs est de moins en moins 
efficace : le gain de temps entre six et huit processeurs est relativement minime. Cette 
limite depend de plusieurs criteres qui seront evoques dans la section suivante. 


2 Lorsqu’une seule instruction necessite cette precaution, on utilise egalement la directive ! $0MP 
ATOMIC. 

3 La parallelisation peut egalement servir a detecter d’eventuelles erreurs de programmation dans le 
code initial, celles-ci etant souvent la causes d’un echec d’execution parallele, sans pour autant l’titre en 
serie... 
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36 clgthO 26pts/clgth0 



Fig. A.4: Temps d’execution, par pas de temps, du code devolution de cordes lorsqu’il 
fonctionne en parallele sur deux (noir), quatre (rouge), six (orange) ou huit (bleu) pro- 
cesseurs. Les courbes sont des ajustement des points de mesure par un polynome du 
dixieme degres. L’augmentation du nombre de processeurs n’est plus efficace au dela de 
six, pour les parametres de la simulation testee, i.e un volume initial de (36£ c ) 3 pour 26/T c 
points par longueur de correlation. 
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A.3 Limites physiques 


La contrainte la plus naturelle limitant la rapidite du programme parallelise est l’ex- 
istence de sections en serie pour traiter les intercommutations. Celles-ci sont en effet 
executees sur un seul processeur, et lorsque le temps d’execution des sections paralleles 
devient negligeable, les parties executees sequentiellement fixent la vitesse d’execution 
du programme qui ne depend plus du nombre de processeurs. En fait, on peut montrer 
que ce n’est pas ce probleme qui sature le temps d’execution sur la figure A.4, ses effets 
ne deviennent apparents que pour de tres longues simulations, typiquement (5Cfi? c ) 3 . Le 
facteur limitant est ici le load balancing. 

Celui-ci apparait dans les sections paralleles lorsque un processeur regoit un jeu cl’in- 
structions beaucoup plus long que les autres. Si il n’a pas finit de le traiter a la fin 
de l’execution parallele, les autres processeurs vont l’attendre avant de pouvoir contin¬ 
uer l’execution du programme en serie. Sur la figure A.4, ce phenomene correspond aux 
groupes de points formant des pics s’ecartant sensiblement des courbes moyennes. Dans les 
cas extremes, le temps d’execution pour les pics est deja sature pour quatre processeurs, 
les points rouges se melangeant aux points noirs sur la figure A.4. Physiquement, on mon- 
tre que ces pics correspondent aux longues cordes. Celles-ci necessitent beaucoup plus de 
detections de voisins, lors de leur autocommutation, qu’il en est necessaire pour des cordes 
de plus petites tailles. La dynamique de parallelisation, par la directive ! $0MP SCHEDULE, 
attribuant de maniere aleatoire les cordes sur les processeurs disponibles, peut donner une 
longue corde a un processeur a la fin d’une section parallele, et on se retrouve precisement 
dans le cas problematique. La solution adoptee consiste finalement a classer les cordes 
selon leur longueur et a les attribuer successivement, par ordre decroissant de longueur, 
aux processeurs fibres. 

Un autre facteur limitant l’accroissement du nombre de processeurs resulte des lim- 
ites physiques des machines utilisees. Celles-ci sont de type multiprocesseurs a memoire 
partagee, c’est-a-dire que les differents processeurs stockent les variables dans des zones 
memoires communes. Les variables declarees privees sont copiees autant de fois qu’il y a 
de processeurs utilises, alors que les variables communes ne le sont qu’une fois. La taille 
de memoire physique occupee par le programme augmente ainsi proportionnellement au 
nombre de processeurs utilises. Typiquement, pour huit processeurs, des simulations de 
(48£ c ) 3 avec une densite de point de 26/4, occupent pres de 6 Go de memoire. De telles 
tailles ralentissent de maniere significative les temps d’acces aux variables, et de ce fait 
l’execution du programme. On peut cependant montrer que cette limite n’evolue plus 
au dela d’une certaine taille memoire, ce qui signifie que l’efficacite de la parallelisation 
augmente encore avec le nombre de processeurs pour des simulations de plus grande re¬ 
solution. 

Finalement, la parallelisation du code devolution de corde a permis de gagner pres 
d’un ordre de grandeur en vitesse d’execution par rapport a sa version originate. Les 
resultats presentes dans le chapitre 5 en sont le fruit, et il est actuellement envisageable 
de realiser des simulations de volume (100£ c ) 3 pour le calcul du spectre de fluctuation du 
CMBR. 
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A.4 Conclusion 

La parallelisation du code devolution de cordes cosmiques permet de realiser des sim¬ 
ulations numeriques de hautes resolutions necessaires au calcul du spectre des fluctuations 
qu’elles engendrent sur le CMBR. Son efficacite pourrait cependant etre encore amelioree. 
Bien que le classement des cordes selon leur longueur soit indispensable, la limite de load 
balancing pourrait etre encore abaissee en coupant virtuellement les grandes cordes pour 
pouvoir repartir le calcul de leur autocommutations sur differents processeurs. De plus, 
quelques sections encore en serie pourraient etre parallelisees moyennant des modifications 
du code. La programmation parallele ameliore de maniere significative la vitesse d’execu- 
tion du code sans recourir a des machines extremement puissantes. II existe egalement des 
directives de compilation, nommees MPI et similaires a OpenMP, permettant de paralleliser 
un code sur differentes machines, a memoire separee. II devient ainsi possible cbutiliser un 
reseau d’ordinateurs de bureau comme un super-calculateur. 
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Dans cette annexe, le mecanisme d’instabilite gravitationnelle de Jeans [196], donnant 
naissance aux grandes structures de l’univers (voir Chap. 1), est illustre sur l’exemple tres 
simple de l’effondrement gravitationnel d’une etoile modelisee par un gaz polytropique 
homogene. On y etudie revolution newtonienne des perturbations de densite par une ap- 
proche analytique. Cet article a ete publie dans la revue Astronomy and Astrophysics [301]. 


Dynamical stability for the gravitational evolution of a 

homogeneous polytrope 


Christophe Ringeval and Serge Bouquet 


Commissariat a l’Energie Atomique, Centre d’etude de Bruyeres-le-Chatel, DAM/DIF, 
Departement de Physique Theorique et Appliquee, Service de Physique des Plasmas et 

Electromagnetisme, 

91680 Bruyeres-le-Chatel, France. 


The dynamic stability of the spherical gravitational evolution (collapse or ex¬ 
pansion) for a homogeneous polytropic gas with any exponent 7, is studied using 
the lagrangian formalism. We obtain the analytical expression for density per¬ 
turbations at the first order. In the case 7 = 4/3, the Jeans’ criterion is easily 
generalized to a self-similar expanding background. The collapsing case is found 
to be always unstable. The stability of density modes obtained for 7 A 4/3 does 
not introduce any conditions on the wavelength perturbation, but only a crite¬ 
rion on the polytropic index. As a result, stability is obtained for an expanding 
gas provided 7 < 4/3, and for a collapsing one, for 7 > 5/3. 


B.l Introduction 

Within the framework of high energy laser experiments, the study of dynamic stability 
for a gas in a microtarget under an external field becomes experimentally possible (Kane 
et al. [201], [202]; [203]; Remington et al. [295]). The extrapolation of the results to large 
self-gravitating masses opens the way to the “laboratory astrophysics”. In particular, in¬ 
stabilities in giant molecular hydrogen clouds can be considered as initial seeds to the 
gravitational collapse and, consequently, to the birth of stars. Due to simple models, it is 
therefore conceivable to find conditions 011 protostellar configurations which do, or do not 
lead to their own gravitational collapse. A first method for dealing with this process is the 
analysis of non-linear equations by eulerian self-similar techniques (Blottiau et al. [42]; 
Bouquet et al. [52]; Shu [316]; Yahil [366]). The lagrangian way, often prefered in numeri¬ 
cal studies, has also been used by Blottiau ([42]). However, whereas the numerical results 
seem to agree with theoretical stability obtained from self-similarity analysis, (Blottiau 
et al. [42]), analytical lagrangian approaches remain in discrepancy (Bonnor [45]; Buff & 
Gerola [57]). 
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In this study we use widely and intensively the analytical lagrangian approach to 
check and to compare our results with the ones previously found by eulerian self-similar 
ways. The “predilection” model is still the one describing the evolution of a homogeneous 
polytropic spherical mass. The stability is discussed from the study of the time evolution 
of density perturbations at the first order (Bonnor [45]; Bouquet [49]). From the sim¬ 
plicity of the assumptions, it is obvious that such treatment cannot describe thoroughly 
stellar explosions or collapses. However, it can provide relevant conditions and results for 
the starting processes leading to the dynamic evolution. On the other hand, laboratory 
experiments will allow us to delimit the domain of validity of such “simple” models, but 
which are almost the only ones fully computable analytically. 

In Sect. B.2, similar results of Blottiau et al. ([42]) and Bouquet ([49]) are referee! 
to and used to generalize the Jeans’ criterion in the case of an expanding homogeneous 
polytropic gas with 7 = 4/3. 

Sect. B.3 deals with the lagrangian description. The system which consists in the 
hydrodynamical equations for the density perturbations, at first order, has been solved 
analytically. The stability criteria are obtained from the study of the asymptotic behaviour 
of these solutions for any value of 7 . The analytical expression is obtained from an infinite 
summation over eigenmodes satisfying the appropriate boundary conditions. It turns out 
that the results confirm and extend those presented in Sect. B.2. The conclusion is given 
in Sect. B.4. 

B.2 Eulerian collapse 

B.2.1 Previous results 

The study of self-gravitating configurations can be made with the use of scaling 
transformations (Bouquet et al. [52]; Blottiau et al. [42]; Chieze et al. [ 86 ]; Hanawa 
& Nakayama [169]; Saigo & Hanawa [307]; Nakamura et al. [259]; Hanawa et al. [170]). 
The equations governing the evolution of the gravitational system, written in the new 
space (rescaled space) of transformed physical quantities (rescaled quantities) are often 
easier to solve and to understand than in the physical one. In particular, the dynamic 
stability problem may reduce to a static one. The Euler self-similar approach of Blot¬ 
tiau et al. ([42]) deals with a homogeneous self-gravitating infinite mass which follows a 
polytropic equation of state 


(B.l) 


P = Il'tf, 


with an exponent 7 = 4/3 and where P and p are respectively the pressure and the density 
of the medium. The case 7 / 4/3 was also studied but only in a numerical way. In the 
present paper, we first recall the Euler analytical study for 7 = 4/3, and we recast it into 
the lagrangian frame. Second, we extend this approach, analytically, to any value of the 
polytropic exponent 7 . 

The evolution of the system is governed by the Euler, Poisson and continuity equations 
which read respectively 


dv dv 



(B.2) 
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J _d_ 

r 2 dr 


{r 2 g) = 

-4:7rpQ, 

(B-3) 

dp 

dt 

( r » ’ 

(B.4) 


where r, t, v(r,t ) and g(r,t ) are respectively the radial position, the time, the eulerian 
velocity field and the value of the gravitational field at the event (r, t ). A newtonian self¬ 
similar solution for these equations is a parabolic homogeneous collapse, therefore without 


any velocity at infinity (Blottiau et al. [42] 

r 0 {m,t) = 
Po(!) = 

f 0 = 

Po = 


Henriksen & Wesson [172]) 


r 0 (l T Ut) 3 , 

(B.5) 

Po (1 + 2 > 

(B. 6 ) 

/ 9Gm\ 3 

V 2U 2 ) ’ 

(B.7) 

Q 2 

67 tQ’’ 

(B. 8 ) 


where r Q (m,t ) and p 0 {t) are, respectively, the position of the shell whose interior mass is 
m, and the uniform density, both of them being taken at time t. The quantities r 0 and p 0 
represent, respectively, the position of the shell (labelled by m) and the uniform density 
at the initial time t — 0. The parameter Q (Blottiau et al. [42]; Bouquet et al. [52]) is an 
integrating constant which reflects the freedom in the choice of the time-origin. It is just 
proportional to the initial Jeans frequency, Qj, given by 

= \/ 47 r Po£> (B.9) 


and the relationship between and Qj is just [Eq. (B. 8 )] 

Ji 2 = If! 2 . (B.10) 

This parameter may seen redundant with the Jeans frequency. However, we are going to 
explain how relevant it can be. Usually, one works with the variable t which varies from 
—oo up to Too. But, generally, a singularity arises at t = 0 which, in our opinion, is not 
so easy to be managed. For instance, the spatial extension of the configuration must be 
zero. 

In opposition, the introduction of the parameter allows us to leave t — 0 as the 
initial time in any case. In order to describe expansions, we take the positive solution in 
Eq. (B.10), II = Ta/3/2 Uj and t elapses from 0 up to Too. In contrast, collapses will be 
obtained for Q = —\J 3/2 Oj [negative solution in Eq. (B.10)] and the final gravitational 
singularity will arise for 1 T Ut S in g = 0, i.e. at f S i ng = —1/VL (which, of course, is a positive 
value since is negative). It should be noted that this very simple remark provides, in 
a very straightforward and easy way, the free fall-time for a homogeneous gravitational 
system 
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In addition, and for any situation, t remains positive and its initial value is finite, always 
t — 0. Moreover, since at t = 0 no singularity arises, the extension of the configuration can 
be not (and is not) zero whereas removing the parameter Id could give rise to expansions 
beginning at the singularity (r = 0 and t — 0) which, in our mind, does not make sense. 
Thanks to the parameter Id, we may specify any spatial profile (for the density, for the 
velocity, etc.) at the initial time and study its influence on the further evolution of the 
system. These properties are very convenient from a physical viewpoint. This parameter is 
not only useful in astrophysical studies but it can also be used very fruitfully in evolution 
problems plasma physics (Bouquet et al. [51]; Burgan et al. [59], [58]), nonlinear evolution 
equations and dynamic systems (Bouquet [50]; Cairo & Feix [61]; Cairo et al. [60]) and 
other interesting domains. 

We are going to see that by means of scaling transformations, the time dependence of 
the solutions [Eq. (B.5) and Eq. (B.6)] can be removed. The dynamic problem of stability 
reduces, therefore, to a static one. The new physical quantities in this rescalled space are 
written with a hat “ * ” and, according to Blottiau et al. ([42]) and Bouquet et al. ([52]), 
we have 


r 

= r( 1 + Idt) 7 2 , 

(B.ll) 

t 

= ^ln(l + Idf), 

(B.12) 

p{r,t) 

= (1 + Id t) 2 p(r,t), 

(B.13) 

P{r,t ) 

= (l + Idd) 2 TP(r,t), 

(B. 14) 

9(r,t) 

= (1 + Qt)sg(r,t), 

(B.15) 


where we set 7 = 4/3 in the following. From these equations, it is clear that at the initial 
time t = t = 0, the quantities with and without “ * ” coincide (the rescaled space and the 
physical one are initially identical). Moreover, for Id > 0 (t and t go from 0 to +oo), the 
transformation describes an expansion, while for Id < 0, the configuration collapses up to 
the central singularity in a finite time given by t = — 1/fd. It must be noted that for this 
case (Id < 0), the times t and t vary respectively, in the ranges [0, — 1/Id[ and [0,+oo[. 
It can be easily shown (Blottiau et al. [42]; Bouquet et al. [52]; Bouquet [49]) that the 
system formed by equations (B.2) to (B.4), becomes stationary in the new space without 
any explicit dependence upon t. Moreover, assuming that 

P(r,t) = p 0 + Sp(f,t ), (B.16) 

5p(f,t) = A(t) sm(kf)/(kr), (B.17) 

where k is the wave number in the rescaled space and where 

A(t) = A 0 exp(uji). (B.18) 

A 0 and u are two constants. The study of the evolution of the perturbations for the various 
transformed quantities, at the first order, provides a dispersion equation for the density 
modes. This dispersion relationship is (Blottiau et al. [42]) 

J 2 + —a; + k 2 c 2 — Id 2 = 0. 

3 J 


(B.19) 
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where c is the initial sound velocity given by 

& = 1 K(P-\ (B.20) 

and where Oj is related to from Eq. (B.10). Their physical values at time t are obtained 
from the inverse scale transformation (Blottiau et al. [42]) 

ftj(t) = 0,(1 +Of)" 1 , (B.21) 

c(t) = c(l + f2f) _ + (B.22) 


Coming back to Eq. (B.19), the eigenmodes are obtained by the resolution of the dispersion 
equation, quadratic in u with the discriminant 


25fi? - 24 Pc 2 
k ~ e ' 

According to the sign of Aj., we obtain, therefore, the two solutions for u 


(B.23) 


k ^trans ^ +-± 

a 

6 2 ’ 

(B.24) 


n ±i'E K ~\ 

6 2 ’ 

(B.25) 

k > ^trans ^i± = 


/25fi T 

(B.26) 

with /c trans = 

V 24 c ' 


The imaginary values, oj{±, for to are obtained for k > fc trans . These solutions give rise to 
evanescent modes. This is the stability criterion, in the rescaled space, found by Blottiau 
et al. ([42]). In the next section, we are going to show that it is equivalent to the Jeans’ 
criterion in the physical space. 


B.2.2 Equivalence to the Jeans’ criterion 


The time dependence of the density perturbations, in the physical space, is deduced 
from Eq. (B.12), Eq. (B.17) and Eq. (B.18). We obtain, 

A{t) = A 0 (l + Sit)*. (B.27) 


Moreover, since p and 5p rescale in the same way, we have, at the first order 

dp dp dp 


P P P 0 


(B.28) 


The asymptotic time evolution of dp/p is, therefore, directly given by the real part sign 
of the exponent uj/H. 

First, for k < fc trans , oj is real but a critical value of k. fc cr ; t , makes changing the sign of 
u ; r+ /f2. With Eq. (B.24) it comes 

k < &crit + ^trans ^ + 0, (B.29) 

^crit + k < ^trans ^ + 0, (B.30) 
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where 

krit = (B.31) 

c 

We notice that A; cr i t corresponds to the value given by Jeans ([196]). In addition, keeping 
in mind the permanent negative sign of u; r _/ 0 , and since the solution is written as the 
linear superposition of the two modes, the asymptotic behaviour is given by the leading 
term. We get 


k < fccrit ^trans 


^crit k < fctrans 


VfJ > 0 

V 6 P 
lim — = 00, 


t— KX) p 

VfJ < 0 

y Sp 


A P 

VfJ > 0 

lim — = 0, 


t—> OO p 

VO < 0 

v 5p 


*--A P 


(B.32) 


(B.33) 


Second, for k > k t ran s, the imaginary part of a; [given by Eq. (B.25)] produces an oscillating 
contribution to A{t). In contrast, the real part gives a time-power evolution with a negative 
exponent —1/6. Consequently, one gets 


k > k 


trans 


* 5p 

VO > 0 lim — = 0, 

t— KX) p 

VO < 0 lim — = oo. 
P 


(B.34) 


Equations (B.32) to (B.34) emphasize that the asymptotic behaviour of the density per¬ 
turbations depends strongly on the value of the wave number k. which is connected to 
the value of k in the physical space by the inverse transformation of Eq. (B.ll) (Blottiau 
et al. [42]) 

k = k(l + nt)~s. (B.35) 

As a result, for explosions (O > 0), the density perturbations are unstable as soon as 
the instantaneous wave number, kit), satisfies k(t) < fc cr j t (f) with Ay rit (t) = Oj (t)/c(t) is 
the instantaneous Jeans wave number. However, since k and fc crit have the same time- 
dependence, if the criteria is satisfied at t — 0, it is satisfied for any time. Consequently, 
the result obtained by Jeans ([196]) for a static background is also valid for an expanding 
one provided 7 = 4/3. This is closely akin to Bonnor’s results ([45]). On the other hand, 
in the implosion case (ff < 0 ), we always have instabilities : every density perturbation 
is amplified during the collapse. Finally, note that the value fc tra ns is not relevant to sta¬ 
bility, but indicates only changes in behaviour with wave number : beyond this value, the 
perturbation oscillates and increases, and below, it explodes as a time-power dependence. 
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B.2.3 Conclusion 

The stability criterion for an eulerian self-similar evolution does not agree with the 
one given by Buff & Gerola ([57]). Instead of Eq. (B.31), they find a Jeans wave number 
equal to \fd/2 k CTl t . As a matter of fact, their dispersion equation, derived in the physical 
space, for a fixed mass collapse is 


a; 2 - jjilj + k 2 c 2 = 0. (B.36) 

Buff & Gerola ([57]) have chosen a density perturbation, at first order, under the form 
A{t) sin (kr)/(kr) with A{t) = A 0 exp(u;t). In our opinion, this ansatz is not possible. The 
reason for this is that, in opposition to our approach in which we obtain a second order 
automous differential equation for the density perturbations, they get a linearized equation 
with time-varying coefficients. But, in that case, it is well known that the exponential 
solution, exp(u;t), is no longer valid. Consequently, the meaning of Eq. (B.36) is not clear 
and one would have to assume that u be an explicit function of time. However, under this 
assumption, additional terms proportional to dco/dt should appear and Eq. (B.36) would 
be modified. In the next section, an analytical lagrangian calculation is performed. It is 
shown that obtaining a dispersion relation is not necessary and we are going to recover 
and to extend the results found by Blottiau et al. ([42]) and by Bonnor ([45]). 


B.3 Lagrangian collapse 

Let M be the mass of a spherical homogeneous configuration with initial radius R 
submitted to its own gravitational field and initially at rest. In the following, the physical 
quantities will be expressed, either as a function of the lagrangian variable m (where m is 
the internal mass of a shell), or in terms of r 0 (with r 0 being the initial radius of the shell 
labelled by m), plus the time, t, in both cases. The stability is again studied via the time- 
evolution of density perturbations at the first order, 5p. All parameters with the subscript 
“o” are associated with the non-perturbated solution. Finally, it must be pointed out that 
this study is performed analytically for any arbitrary value of the polytropic exponent. 

B.3.1 Equation of evolution 

The evolution of the non-perturbed system obeys the hydrodynamical equations (B.l) 
to (B.4) with the solution given by (B.5) and (B.6). The perturbation is then written in 
the form 


p(m,t) = p 0 (t) + 8p(m,t), (B.37) 

r(m,t ) = r 0 (m,t) + 5r(m,t). (B.38) 

The solution will no longer be homogeneous and we have to keep the pressure gradient 
term in the Euler equation (B.2). This gradient is expressed as a function of the density 
according to the polytropic equation of state (B.l). After elimination of the zero order 
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terms from equations (B.5) and (B.6), the Euler equation reads 


d 2 Sr 

dt 2 


= —4irr 2 c 2 


dSp 8 tt 
d^ + T Sp ° Sr - 


The time-dependent sound velocity, c, is written at the zero order 

c 2 (t) ^ c 2 (i) = ^ = a 0 2 ( i + n() 2(1 “ 7) , 


(B.39) 


(B.40) 


with 

a 2 = 7 KppK (B-41) 

In addition, the conservation of mass from the noil-perturbed to the perturbed configu¬ 
ration provides the second equation 


dm = 47rr 2 pdr = 47rr 2 p 0 dr 0 , (B.42) 

which becomes, 

(3m) + 2(3m)~^Sr =-——-. (B.43) 

dm (4tt P 4)3 

The differential system formed by (B.39) and (B.43) can be solved by direct integration 
with the physical assumption that there is no perturbation at the center of the configu¬ 
ration (Sr « r 0 in r 0 =0 gives 5r| 0 = 0), which is a zero mass point. The solution of 
Eq. (B.43) is, therefore 

1 f rn 

Sr(m,t) — - y / Sp(p,t)dp. (B.44) 

(367T p^m 2 ) 3 J 0 


Plugging this solution into Eq. (B.39), the evolution equation for the density perturbation 
writes 


±d 2 8p 4 idSp 

m3 ^T^ + q m3 7T~ 
am z 3 om 


1 


(36vrp 0 ; 


3 C„ 


d 2 Sp 
dt 2 


+ 


M 

1 n 


8ttQp 0 dSp 
3 dt 


+ 24irQp 0 5p 


(B.45) 


As expected, Eq. (B.45) is linear but with a partial differentiation with respect to the 
independant variables m and t. The eigenmodes may be found by the technique of sepa¬ 
ration of variables. Then, the general solution will be the superposition of all modes with 
the constraint that the boundary conditions must be satisfied. 


B.3.2 Density eigenmodes 

Introducing the separation of variables for 5p(m,t ) under the form 


5p = 5T(t)5R(m) 


(B.46) 
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the equation for the mass dependence becomes 

d 2 SR 2 d 5R 

1 


d l 2 l d l 

where the independant variable, /, is given by 

l = m 1,/3 . 


9 erj 2 k 5R = 0, 


(B.47) 

(B.48) 


In Eq. (B.47), we have decided to write the separation constant as eyl with rj k > 0 which 
has the dimension [M] -1 / 3 . The parameter e = ±1 has been introduced for choosing the 
sign. From rj k , let us introduce, now, the wave number, k, labelling each density eigenmode, 
and a dimensionless number, lets say N k , which will help to separate the various stability 


regimes 



k = 

(367r)5p3 rj k , 

(B. 49 ) 


kC n 


N k = 

W 

(B.50) 


The quantity rj k is equivalent to a “massic pulsation” since we have 

3 r] k m^ = kr 0 . (B.51) 


On the other hand, it comes from Eq. (B.45) that the time differential equation, for 
7 + 4/3, is 


2 d 2 ^ d 5S , 2 n 

2 — 77 - + z— - (ez 2 + n 2 )5S = 0, 

dz z dz 

(B.52) 

where the new variable, z, and function, SS(z), are given by 


N k ( 1 + f2t)^ 

H ’ 

(B.53) 

5T(t) = N~^(l + nt)-%5S(z), 

(B.54) 

4 

(B.55) 

h = 3 - 7 , 

n ~ QH 

(B.56) 


The special case 7 = 4/3 gives, from Eq. (B.45), the second order differential equation 


d 2 6T 


13 d 5T_ 

3 d y 


(4-eN%)5T = 0, 


(B.57) 


with the new independant variable 


y = ln(l + Qt). (B.58) 

It turns out that equations (B.47) and (B.52) are the so-called classical and modified 
Bessel equations according to the value of e. On the other hand, for 7 = 4/3, Eq. (B.57) 
is a linear homogeneous differential equation with constant coefficients. It is therefore 
readily integrable in terms of the exponential functions. This separation naturally leads 
us to distinguish between the eigenmodes for 7 = 4/3 from the ones for 7 7^ 4/3 (see 
Sect. B.3.2). 
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Mass dependence of the solution 


The requirement of having a finite density perturbation at the center of the configu¬ 
ration restricts the solutions of Eq. (B.47) to 


5i2g = _ 1 (m) oc 


5R^ =1 (m) cx 


sin(3r/fcm3) 

‘3rj k rn^ 
sinh(3?7fe m3' 


3^7773 

Note that the hyperbolic sine appears in the case e — 1. 


(B.59) 

(B.60) 


Time dependence of the solution 

Case 7 = 4/3. The roots, s±(k), of the characteristic equation associated with Eq. (B.57) 


are 


4« 


where the discriminant is 


A £ fc = 


25 + 36 e Nl 
9 


25f2j + 24 ek 2 c 2 Q 
9^ ' 


(B.61) 


(B.62) 


Then, for the hyperbolic modes (e = 1), we have 

<sr*(t) = p k ( 1 + nt)*+w + 7fc (i + nty-w (b.63) 

where /3k and 7 k are two arbitrary real constants and where the superscript sign in the 
exponents is just the sign of the parameter e. 

The trigonometric modes (with £ = — 1) introduce roots with imaginary part provided 
N k < 5/6, i.e. k < \j25j23 flj/c 0 . We have, therefore, two kinds of solution : 


k< \ —■-A 


25 0j 
24 


sr'yt) = p k (i + nty+w + 

+ 7 fc(i + nty-w, 


k> -^^r(f) = a fc (l + fif)-T X 


25 n 



24 c, 


X cos 


\ // J\] ln(f + fit) 


(B.64) 


(B.65) 


where a k is an arbitrary real constant and where the unimportant phase in the cosine 
have been dropped. Let us notice the transition at the same value of the wave number 
than in the eulerian self-similar case, fc tran s, which according to Eq. (B.26), is given by 


h — 
^trans 


125 

24 a? 


(B. 66 ) 


It must be noted that, now, the transition wave number is no longer defined in a rescaled 
space, but it applies directly in the physical one. 
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Case 7 ^ 4/3. From the inversion of the independent variables \z and t in Eq. (B.53)] 
and the dependent ones [55 and 5T in Eq. (B.54)], it turns out that for all k and for 
e — 1, we have 


5TUt) = (i + nty 


13 

6 X 


X i Qkln 


N k (i + city 


+ fikKn 


N k (l + City 


(B.67) 


where I n and K n are respectively, the modified Bessel functions of first and second kind 
of order n. 

The other case is e = —1, and we get 


<5T*(t) = {l + nt)—rx 


X 1 ®kJn 


N k (l + City 

\p\ 


+ /3kY n 


N k (l + City 


(B.68) 


The functions J n and Y n are respectively the first and second, classical Bessel functions. 


B.3.3 Stability of eigenmodes 

From the analytical expressions of the eigenmodes, it is possible to derive their asymp¬ 
totic behaviour. In the case where ff > 0 (expanding background), the time elapses from 
t — 0 to t —> Too. On the other hand, in a collapsing background (0 < 0), the initial 
time is again t — 0, while the final one is defined when the singularity at r 0 = 0 arises, 
i.e. t —■> —1/CL. 

Stability of the eigenmodes for 7 = 4/3 

According to Eq. (B.64) and Eq. (B.65), the asymptotic time behaviour of the pertur¬ 
bation is given by the value of the limit of (1 T Clt) q where the exponent q is either 4 or 
— 13/6, according to the studied case. This value depends upon the sign of q and Cl. 

Now, the relevant quantity is the density contrast 5p/p 0 . Keeping in mind the square 
contained into Eq. (B.6), the asymptotic variations of the hyperbolic modes (e = 1) are 
readily obtained. Since from Eq. (B.61), we have the inegality s+(/c) > sl(fc), it is clear 
that in equation (B.63) the asymptotic leading behaviour for a collapse (resp. for an ex¬ 
pansion) is given by the variation of the second term (resp. the first term) of the right 
hand side of Eq. (B.63), i.e. 

KT'k 

Cl < 0 =*► cx lirn (1 T Clt) s -W +2 = oo, (B.69) 

Po 

> 0 =>• —! 1 oc lim (fff) s +^ +2 = oo. (B.70) 

Po *- f0 ° 


As a consequence, all hyperbolic modes are unstable for any value of the wave number. 
The behaviour of trigonometric modes (e = —1) introduces the Jeans wave number 
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through the exponant sign, like in the eulerian derivation. A transition beetween os¬ 
cillating and non-oscillating modes is also obtained for the “pivot” value, k trans , given by 
Eq. (B.66). For the implosions (0 < 0), it becomes 

ST' k 


k < h 


trans 


k > /Ctrans 
and for the explosion (fl > 0), 

0 < k < kj 


Po 

ST k 


oc lim (1 + fit) 


s_(/c)+2 _ 


= OC, 


cos (ln(l + fit)) 

-oc lim -j-= oo, 

Po ^ (1 -f- fit) 6 


kj < k < k 


trans 


k > k 


ST k 

—— oc lim (flt) s +^ +2 = oo, 
Po ^°° 

5T k 

-oc 

Po ^°°' 

5T k 


oc lim (flt) s +( k ' >+2 = 0, 


trans 


cos (In (fit)) 

oc lim- v \ = 0, 

Po t ~ K3 ° (fit) 6 


where kj is the Jeans wave number given by 


k i = 




(B.71) 

(B.72) 

(B.73) 

(B.74) 

(B.75) 

(B.76) 


Similarly to k tTa , ns , the wave number kj is now significant in the physical space. Here, 
again, we have kept the leading order term in 5T k (t). The trigonometric modes are found 
to be unstable only for k < kj in a expanding background and for all A; in a collapsing one. 
This wave number is identical to k crit defined in Sect. B.2.2. We fit closely, therefore, with 
the self-similar approach. However, an oscillating phase occurs before the final divergence 
for k > /c trans for collapses. For expansions, an oscillating phase arises for the stable case 
too [see Eq. (B.75)]. 


Stability of eigenmodes with 7 4/3 


We use the same method as in the previous section. However the eigenmodes are 
now expressed in terms of the Bessel functions. It is, therefore, necessary to know their 
asymptotic form when their argument goes to zero or to infinity. We have (Abramowitz 
& Stegun [2]) 


Jn(%) 

1 

fx\ n 

r(n + 1) 

V27 

y n (x) 

r(n) / 

X J 


1 

( x y 

r (n + 1) 

V27 

K n (x) 

r(n) (2 
2 lx 

)*• 


(B.77) 
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and 


( 





X 


oo 



4 . 0*0 ~ 



exp (x), 


K n (x) ~ 



exp (— x). 


(B.78) 


Moreover, in equations (B.67) and (B. 68 ), the exponent /r, i.e. the quantity (7 — 4/3) 
appears and, consequently, the asymptotic behaviour will be dependent on whether 7 < 
4/3 or 7 > 4/3. 


Hyperbolic modes (e = 1). From equations (B.67), (B.77) and (B.78), the explosion 
case (12 > 0 ) behaves according to 


4 

7 < - 

3 

4 

7> 3 


5T k , exp (122) 3 
— 11 oc lim --= 00 , 

Po ( 122 )^ 

5T k 2 

—— oc lim (122) 3 = 00 . 

Po ^°° 


and for 12 < 0 (implosions), we have 


7< 3 

4 

7> 3 


8T k 

Po 

8T k 

Po 


oc lim (1 + 12 1) 1 = 00 , 
exp (1 + 122) t -7 

OC lim - rjr - = OO. 

1 /-, 5 /3 — 7 


‘' n (1 + 122) 2 


(B.79) 

(B.80) 


(B.8i) 

(B.82) 


We conclude that all hyperbolic modes are unstable for any values of both the wave 
number k and the polytropic exponent 7. It is important to notice the exponential rise 
of the perturbation in equations (B.79) and (B.82). Moreover, it is quite surprising to see 
that expansions and collapses behave exactly in the same way for 7 < 4/3 and 7 > 4/3, 
respectively. The dependence upon the value of 7 is very sensitive and it is interesting that, 
in addition to the “critical value” 7 = 4/3, the difference 7 — 5/3 arises quite naturally. 
This was not expected from the beginning of the study. On the other hand, we see that 
for 7 > 4/3 (resp. 7 < 4/3), the leading time evolution of the instability for explosions 
(resp. implosions) does not depend any more upon the value of 7. 
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Trigonometric modes (e = — 1). In the same way, from the asymptotic form of the 
classical Bessel functions (Abramowitz & Stegun [2]), we have in the explosive case (f2 > 0) 


7 < - 
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7 > 


4 
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4 


5T k -1-5/3 r 4 

-oc lim(flf) — ~ cos (fit) a -7 

p 0 oo L 

ST 1 : 2 
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Po ^°° 
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and for implosions (fl < 0 ) 
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= OO, 


cos 
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(1 + fIt) 3 


-7 


(l + fl tfsp 


A = 0. 


(B.83) 

(B.84) 

(B.85) 

(B. 86 ) 

(B.87) 


It turns out that, for an expanding background, all modes with polytropic exponent 
7 < 4/3 are stable. This property is valid for any value of the wave number k. For the 
collapsing case, only the modes with 7 > 5/3 vanish. In particular, and in the frame of 
this simple model, the core of a supernova, which can be described by a polytrope with 
7 ~ 2 , is stable during the implosion regarding the evolution of density perturbations. 

O 11 the other hand, from Eq. (B.77) and Eq. (B.78), the bessel function of the second 
kind, Y n . behaves near the origin, like a power divergent function, whereas it is oscillating 
for arguments greater than the first zero. It is, therefore, possible that the initial value of 
the argument z be greater than the first zero of Y n . In addition, if 2 decreases with time, 
we may have transient oscillating modes. 

Let be the first zero of Y n . From equation (B.53), the argument z(0) of Y n at t = 0 is 


*(0) 


(7 = V /6_^_L°—, 

M flj|4 — 3 7 1 


(B. 88 ) 


Consequently, for a given 7 , the value of this argument can be greater than if the wave 
number is large enough, and satisfies 


k > 


|4 — 3 7 1 

76 


z°k i 


^J,7' 


(B.89) 


In this derivation, we have used equation (B.76). At time I, the argument of Y n is written 
from equation (B.53) 

z(t) = 2 ( 0)(1 + fit)® -7 , (B.90) 

and provided the condition n(q — 4/3) > 0 is satisfied, the variable z will decrease to 
zero as the time will elapse. This is the proof of our claim that, if z(0) > the first 
zero will be crossed over in that case. The consequence for the evolution is that the 
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expanding (resp. collapsing) configuration will oscillate for 7 > 4/3 (resp. 7 < 4/3) before 
the final divergence at t —> 00 (resp. t —> —l/fl). The amplitude of such oscillating modes 
increases with time and as soon as z < z°, the mode grows as a power of time according 
to Eq. (B.84) and Eq. (B.85). Note that this behaviour is observed only for eigenmodes 
with k > kj rr The other ones grow immediatly as a power of time. This is also a result 
found by Bouquet ([49]) and he calls it the “dynamic Jeans criterion”. In fact, this is just 
a change in the behaviour, but it might lead to a true criterion in an improved model. 
Thus, we have 


k < kj ri =>■ 

ST k 

-> 00 no oscillation, 

Pn 

(B.91) 

k > ^J,7 

5T k 

-> 00 transient oscillations. 

(B.92) 

Po 


B.3.4 Perturbations in a finite medium 

Each eigenmode, of wave number k, can be written as (B.46) 

8p k (m,t) = 5R k (m)8T k (t). (B.93) 


Moreover, we have to distinguish between the two cases 7 = 4/3 and 7 7 ^ 4/3. The 
evolution of the radius, R, of a configuration with total mass, M, is given by Eq. (B.5) 
and the special form of the density, Eq. (B. 6 ), means that the mass is preserved during the 
evolution. Considering that the configuration is embedded into the interstellar medium, 
we consider that the pressure remains constant at the surface r = R(t). The equation 
of state (B.l) and the continuity of the pressure through the surface make the density 

perturbation zero at r = R(t). Thus, we must have 5p(M,t) = 0 at all times. Since each 

eigenmode has its own time variation, this condition should be applied to each of them. 
Equations (B.59) and (B.60) provide respectively, for all k 

&Pe=-i(M,t) — 0 => “^ = 0, (B.94) 

rClX 

5pUM,t) = 0 => i^ = 0 , (B.95) 


where R is the initial radius of the configuration. The second condition leads to k = 0, 
and, thus, all hyperbolic modes are zero. The first one (trigonometric modes, £ = —1) 
gives a quantification for the values of the wave number k 


1 



with q E N*. 


(B.96) 


As we can see in this equation, the lagrangian representation with (R, t ) is more useful 
than the (M, t) one. However, both of them are strictly equivalent and the connection 
between the (r 0 , t) and the (m, t ) coordinates is obtained from the conservation of mass 

d Id Id 
dm 47 rr^p 0 dr 0 47rf^p 0 dr 0 


(B.97) 
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The most general expression for the density perturbation is a discrete sum over the eigen- 
modes satisfaying Eq. (B.96) 

OO 

8p(r 0 ,t) = Y S Pe=~ i( f o> t). (B.98) 

q =i 


Case 7 ^ 4/3. 

Plugging Eq. (B.96) into Eq. (B. 68 ) and using Eq. (B.46) the density perturbation is, 
therefore 


8p(r 0 ,t) = (l + nt) *Y 

q =i 

'N q ( i + nty 


_i 3 sin (k q r 0 ) 


X ^ OiqJ n 
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+ P q Y n 


N q { i + nty 
H 


(B.99) 


where constant factors and integration constants have been absorbed in the coefficients 
a q and /3 q . The orthonormalization of trigonometric functions allow us to find their ex¬ 
pressions (Abramowitz & Stegun [2]). For the sake of simplicity, let us introduce the 
quantities 
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After some algebra, one gets, 
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(B.102) 

(B.103) 


(B.104) 


(B.105) 


Case 7 = 4/3. 

The discretization of wave numbers obeys Eq. (B.96). However, because of the critical 
value, fct.r a.ns [see Eq. (B.64) to Eq. (B. 66 )], of the wave number, fc, we are obliged to 
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separate the sum in two parts. With p t rans € N defined as 


Ptrans 


Int 


6 7TC 0 J 


5 


(B.106) 


the perturbation is expressed as 


Ptrans 1 • / 7 \ 


q =1 
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(B.107) 


As in the case 7 7 ^ 4/3, the initial conditions, <5p(r o ,0) and 5p(f o ,0), completely define 
the parameters a q , f3 q and 7 q . From the orthonormalization conditions, it comes 


Otp 

Pp 


7p 


dip 

R 2 p ’ 

(B.108) 

/Ate s-jk r )p}, 

/A 1 j 

(B.109) 

/A[ n s-(k r )i%]. 

J Ar L J 

(B.110) 


B.4 Conclusion 


In this paper, we have studied the dynamic stability of a homogeneous collapsing or 
expanding spherical polytropic configuration. In opposition to the usual studies performed 
up to now, we have used the lagrangian formalism instead of the eulerian one. It turns 
out that the polytrope must be split in the two cases 7 = 4/3 and 7 7 ^ 4/3. This is not 
really surprising because the 7 = 4/3-polytrope is highly self-similar : dv/dt cx vdv/dr oc 
(1 /p)dp/dr oc g cx (1 + fit ) -4 / 3 (Blottiau et al. [42]). However the langrangian approach 
makes the study more difficult than the eulerian one because of the lack of dispersion 
relation. Nevertheless, we have been able to come to a conclusion about the gravitational 
stability and, unexpectedly, it comes out that the polytrope 7 = 5/3 also plays a special 
role. 

Let us come back to the particular 7 = 4/3-polytrope in more detail. I 11 spite of the 
decelerated (or accelerated) motion of the expanding background, part of the stability 
criterion is still given by the Jeans’ result derived for a static configuration (Jeans [196]). 
We recover the classical threshold for the wave number, kj = fij/c 0 , but, in addition, 
a second pivot value, k tTa ns = ^/25/24 A:j, separates oscillating solutions ( k > k trans ) 
from monotonic ones (k < k tra ns), and both of them are stable provided k > k j. It is 
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really amazing that the macroscopic expanding motion of the background does not alter 
the Jeans’ criterion. In our opinion, this is due to the beautiful property of “sharp” self¬ 
similarity. Collapses behave in a quite different way : although, the pivot value, k trans , 
plays exactly the same role as in expansions, we find that any disturbance is instable. 
Now, let us examine the case 7 7 ^ 4/3. As written above, the lagrangian treatment does 
not lead to a dispersion relation. The condition derived by Buff &; Gerola ([57]) does not 
agree with our results. According to us, the time variation of the coefficients arising in 
their linearized dispersion equation has not been taken into account. In opposition to the 
case 7 = 4/3, we find that the stability does not depend any longer 011 the value of the 
wave number (excepted for the apparition of transcient oscillating phases). The critical 
parameter for the stability is just the value of the polytropic exponent 7. For expansions, 
7 = 4/3 is a threshold and stability (resp. unstability) is obtained for 7 < 4/3 (resp. 
7 > 4/3). Collapses are more complicated since two critical values arise, i.e. 7 = 4/3 
and 7 = 5/3. For 7 < 5/3, unstable collapse occurs with monotonic (resp. oscillating) 
behaviour for 7 < 4/3 (resp. for 7 > 4/3). On the other hand, for 7 > 5/3, collapses 
are always stable. To our knowledge, this is the first time that the 7 = 5/3 has been 
derived as a threshold for gravitational stability. The case 7 = 4/3 is not surprising, it 
corresponds to a perfect gas of photons plus matter and it is very relevant in astrophysics 
(Chandrasekhar [85]). The value 7 = 5/3 corresponds to the monoatomic perfect gas 
but, up to now, we have not been able to associate this value with a specially important 
phenomena in astrophysics. 

Finally, it would be very interesting to check numerically these theoritical predictions. 
This will be the next step in further studies. 
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Resume 


Cette these est une etude detaillee de la structure interne d’objets cosmologiques, de type defaut 
topologique et membrane en dimensions supplementaires, possedant des courants de fermions. 

La premiere partie presente le cadre general de la cosmologie primordiale dans lequel ces objets peu- 
vent se former lors des brisures de symetrie associees aux theories de physique des particules. Dans la 
deuxieme partie, la dynamique des cordes cosmiques, une classe privilegiee de defauts, est decrite a l’aide 
d’un formalisme macroscopique covariant. Qu’elles soient ou non parcourues par des courants, ce formal- 
isme offre une description unifiee des cordes permettant de predire leur evolution cosmologique par le biais 
de simulations numeriques. Apres avoir justifie la validite de l’approche macroscopique pour des cordes 
possedant un courant de particules scalaires, le cas des courants fermioniques est detaille dans la troisieme 
partie. Dans un premier temps, le spectre de masse des fermions pieges dans une corde est determine, et 
suggere que leurs modes de propagation privileges sont de masse non nulle. Dans un deuxieme temps, 
Pequation d’etat d’une telle corde est obtenue a l’aide d’une quantification des modes de propagation 
des fermions le long de la corde. II apparait que l’approche macroscopique usuelle a un parametre n’est 
pas toujours suffisante pour decrire les fermions. D’autres parts, contrairement aux cordes parcourues 
par des bosons, les courants de fermions engendrent des transitions, dans la dynamique des cordes, entre 
des regimes subsoniques et supersoniques dont les consequences cosmologiques pourraient etre impor- 
tantes. La quatrieme partie generalise ces resultats au cas d’un mur de domaine quadri-dimensionnel, 
modelisant notre univers, et plonge dans un espace-temps a cinq dimensions. Dans le cadre du modele de 
Randall-Sundrum, il est ainsi possible de predire la masse des fermions stables pieges sur la membrane. 

Mots-cles: Cosmologie, defauts topologiques, dimensions supplementaires, fermions 


Abstract 

This PhD thesis discusses the internal structure of topological defects, and branes in extra¬ 
dimensions, carrying fermionic currents. 

The general framework in which these objects may appear, from spontaneous symmetry breaking, 
is at the frontier between particle physics and cosmology, and is presented in the first part. The second 
part is devoted to the dynamic of cosmic strings, a class of topological defects of uttermost importance to 
modern cosmology, as it can be obtained from a macroscopic covariant formalism. This formalism offers 
a unified description of cosmic strings, including the case for which they carry internal currents, and 
allows the study of their cosmological evolution, and implications, by means of numerical simulations. 
Its validity has already been confirmed for cosmic string carrying bosonic currents, and the third part 
provides new results concerning the fermionic currents case. First, the fermion mass spectrum in a cosmic 
string is computed, and suggests that fermionic currents are usually built on massive propagation modes. 
As a result, a new equation of state describing such cosmic strings is derived by means of a quantization 
of the relevant spinor fields along the string. This highlights that the usual one parameter macroscopic 
formalism is not always sufficient in case of fermionic currents. Moreover, contrary to the bosonic case, the 
dynamics stemming from this equation of state exhibits transitions between the subsonic and supersonic 
regimes whose consequences in cosmology could be important. The last part is an extension of these 
results to brane cosmology for which our universe is viewed as a four dimensional domain wall embedded 
in a five dimensional space-time. In the framework of the Randall-Sundrum model, the masses of the 
trapped fermions on the brane can be predicted. 

Keywords: Cosmology, topological defects, extra-dimensions, fermions 
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